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wwedenie

AKTUALXNOSTX TEMY� pROBLEMA STABILIZACII NELINEJNYH DINA	

MI�ESKIH SISTEM ZANIMAET WAVNOE MESTO W SOWREMENNOJ TEORII UPRAWLE	

NIQ� mOVNO WYDELITX DWA NAPRAWLENIQ ISSLEDOWANIQ �TOJ PROBLEMY�

pERWOE NAPRAWLENIE SWQZANO S KA�ESTWENNOJ TEORIEJ SISTEM UPRAWLE	

NIQ� OSNOWY KOTOROJ BYLI SFORMULIROWANY W DOKLADE r�e� kALMANA ����

dLQ LINEJNYH SISTEM IZWESTEN SLEDU��IJ FAKT� ESLI SISTEMA UPRAWLQ	

EMA �WYPOLNEN KRITERIJ kALMANA�� TO SISTEMA STABILIZIRUEMA S POMO	

�X� LINEJNOGO UPRAWLENIQ S OBRATNOJ SWQZX�� w SWQZI S �TIM REZULX	

TATOM WOZNIKAET WOPROS� QWLQETSQ LI SWOJSTWO LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI

NELINEJNOJ SISTEMY DOSTATO�NYM USLOWIEM EE STABILIZIRUEMOSTI� dLQ

RAZLI�NYH KLASSOW SISTEM I OBRATNYH SWQZEJ SOOTNO�ENIQ MEVDU KA	

�ESTWENNYMI SWOJSTWAMI UPRAWLQEMOSTI I STABILIZIRUEMOSTI ISSLEDO	

WALISX W RABOTAH r� gABASOWA� e�a� gALXPERINA� a�m� kOWAL�EWA� w�i� kO	

ROBOWA� n�n� kRASOWSKOGO� ��s� lEDQEWA� a�i� sUBBOTINA� Z� Artstein�

R� Brockett� J�	M� Coron� F�H� Clarke� A� Isidori� M� Kawski� L� Rosier�

E�D� Sontag� H�J� Sussmann� E�P� Ryan I DRUGIH AWTOROW� aNALIZ �TIH RA	

BOT SWIDETELXSTWUET� �TO POISK USLOWIJ� DOSTATO�NYH DLQ STABILIZIRU	

EMOSTI �IROKOGO KLASSA NELINEJNYH SISTEM� QWLQETSQ AKTUALXNOJ PROB	

LEMOJ SOWREMENNOJ TEORII UPRAWLENIQ� PRIWLEKA��EJ WNIMANIE KRUP	

NEJ�IH SPECIALISTOW� sLEDUET WYDELITX REZULXTATY R� Brockett ��� I

E�P� Ryan ���� IZ KOTORYH SLEDUET� �TO W OTLI�IE OT LINEJNYH SISTEM�

DLQ NELINEJNYH SISTEM SWOJSTWO UPRAWLQEMOSTI NE QWLQETSQ DOSTATO�	

NYM USLOWIEM ASIMPTOTI�ESKOJ STABILIZIRUEMOSTI� DAVE ESLI OPREDE	

LQTX RE�ENIQ W OBOB�ENNOM SMYSLE  PO a�f� fILIPPOWU�

wTOROE NAPRAWLENIE ZAKL��AETSQ W RAZRABOTKE METODOW SINTEZA UPRAW	

LENIJ� RE�A��IH ZADA�I STABILIZACII �W TOM �ISLE I PO �ASTI FAZOWYH

PEREMENNYH� DLQ NEKOTORYH KLASSOW NELINEJNYH SISTEM� w NASTOQ�EE

WREMQ �TO NAPRAWLENIE INTENSIWNO RAZWIWAETSQ� KAK DLQ ZADA� STABILI	
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ZACII SO STATI�ESKIMI OBRATNYMI SWQZQMI� TAK I S DINAMI�ESKIMI� w

KA�ESTWE PRIMERA MOVNO PRIWESTI RABOTY w�g� wERETENNIKOWA� w�i� wO	

ROTNIKOWA� w�i� zUBOWA� w�i� kOROBOWA� n�n� kRASOWSKOGO� w�m� kUNCEWI	

�A� w�w� rUMQNCEWA�a�q� sAW�ENKO� w�d� fURASOWA� A� Astol�� A� Bacciotti�

D�F� Delchamps� H� Hermes� V� Jurdjevic� P� Kokotovic� P� Morin� K� Pei�er�

L� Praly� E�D� Sontag� J�P� Quinn I DR� w �ASTNOSTI� W OBZORE w�i� wOROT	

NIKOWA ��� OTME�ENO� �TO PREDSTAWLQET BOLX�OJ TEORETI�ESKIJ I PRAKTI	

�ESKIJ INTERES RAZRABOTKA KONSTRUKTIWNYH SPOSOBOW POSTROENIQ STABI	

LIZIRU��IH OBRATNYH SWQZEJ PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH� �TO

KASAETSQ KAK DOSTATO�NO OB�IH� TAK I KONKRETNYH SISTEM�

iZWESTNO ���� �TO W NASTOQ�EE WREMQ PROBLEMA �KSPLUATACII WET	

RO�NERGETI�ESKIH USTANOWOK STANOWITSQ WSE BOLEE AKTUALXNOJ W SWQZI S

IH �KOLOGI�ESKOJ �ISTOTOJ I NEISPOLXZOWANIEM NEWOSPOLNIMYH PRIROD	

NYH RESURSOW� oDNAKO� �IROKOE ISPOLXZOWANIE �NERGII WETRA SDERVI	

WAETSQ DOSTATO�NO WYSOKOJ STOIMOSTX� PROIZWODSTWA WETRODWIGATELEJ�

oDNIM IZ GLAWNYH FAKTOROW� WLIQ��IH NA SNIVENIE STOIMOSTI WETRO	

USTANOWOK� QWLQETSQ ISPOLXZOWANIE GIBKIH LOPASTEJ S MALOJ VESTKOSTX�

DLQ UMENX�ENIQ WESA WETROKOLESA I NAGRUZOK NA WAL ���� tAKIM OBRAZOM�

PREDSTAWLQ�TSQ AKTUALXNYMI ISSLEDOWANIQ DINAMI�ESKIH SWOJSTW RABO	

�IH REVIMOW WETRODWIGATELEJ S POMO�X� MATEMATI�ESKIH MODELEJ� U�I	

TYWA��IH PODATLIWYE SWOJSTWA KONSTRUKCII� rASPROSTRANENNYM POD	

HODOM K MODELIROWANI� UPRUGIH OB	EKTOW SOWREMENNOJ TEHNIKI QWLQETSQ

IH PREDSTAWLENIE W WIDE KONE�NOMERNOJ SISTEMY SWQZANNYH TWERDYH TEL

�sstt�� zADA�I DINAMIKI sstt ISSLEDOWALISX W RABOTAH i�a� bOLGRAB	

SKOJ� j� wITTENBURGA� a��� i�LINSKOGO� a�i� lURXE� w�w� rUMQNCEWA�

a�q� sAW�ENKO� p�w� hARLAMOWA I DR� pREDSTAWLQETSQ CELESOOBRAZNYM IS	

POLXZOWANIE MODELEJ NA OSNOWE sstt DLQ ISSLEDOWANIQ RABO�IH REVIMOW

WETRODWIGATELEJ� tAKIE MODELI POZWOLQT U�ESTX PODATLIWOSTX KONSTRUK	

CII� �TO NEOBHODIMO W SWQZI S ZADA�AMI SNIVENIQ MASSOWYH �STOIMOST	

NYH� HARAKTERISTIK WETRODWIGATELEJ BEZ U�ERBA DLQ IH NADEVNOSTI�
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sWQZX RABOTY S NAU�NYMI PROGRAMMAMI� PLANAMI� TEMAMI�

tEMATIKA DISSERTACII WKL��ENA W pLAN NAU�NYH ISSLEDOWANIJ OTDELA

TEHNI�ESKOJ MEHANIKI iNSTITUTA PRIKLADNOJ MATEMATIKI I MEHANIKI

nan uKRAINY NA ����	�


 GODY�

cELX I ZADA�I ISSLEDOWANIQ� oDNOJ IZ GLAWNYH CELEJ ISSLE	

DOWANIQ QWLQETSQ NAHOVDENIE DOSTATO�NYH USLOWIJ STABILIZIRUEMOSTI

NELINEJNYH DINAMI�ESKIH SISTEM S UPRAWLENIEM� iZWESTNO� �TO TAKIM

DOSTATO�NYM USLOWIEM QWLQETSQ SWOJSTWO UPRAWLQEMOSTI PO LINEJNOMU

PRIBLIVENI�� w SLU�AE NEUPRAWLQEMOGO LINEJNOGO PRIBLIVENIQ DLQ DO	

STIVENIQ POSTAWLENNOJ CELI NEOBHODIMO RE�ITX DWE ZADA�I� wO	PERWYH�

NEOBHODIMO NAJTI UDOBNU� HARAKTERIZACI� SWOJSTWA LOKALXNOJ UPRAWLQ	

EMOSTI� PRIMENIMU� I W KRITI�ESKIH SLU�AQH� wO	WTORYH� SLEDUET KON	

KRETIZIROWATX PONQTIE STABILIZIRUEMOSTI I PODOBRATX KLASS DOPUSTI	

MYH UPRAWLENIJ S OBRATNOJ SWQZX� �KAK BUDET POKAZANO W PODRAZDELE ����

IZWESTNYE OTWETY NA WOPROS O STABILIZIRUEMOSTI UPRAWLQEMYH SISTEM

SU�ESTWENNO ZAWISQT OT RASSMATRIWAEMOGO KLASSA OBRATNYH SWQZEJ��

sLEDU��AQ CELX ISSLEDOWANIQ PREDLOVITX �FFEKTIWNYE SPOSOBY

POSTROENIQ ZAKONOW UPRAWLENIQ� KAK DLQ ZADA�I STABILIZACII PO WSEM

PEREMENNYM� TAK I DLQ ZADA� STABILIZACII PO OTNO�ENI� K �ASTI PERE	

MENNYH�

i NAKONEC� POSLEDNQQ CELX ISSLEDOWANIQ SOSTOIT W OPREDELENII USLO	

WIJ� OBESPE�IWA��IH USTOJ�IWOSTX RABO�IH REVIMOW WETRODWIGATELQ S

UPRUGIMI LOPASTQMI� dLQ DOSTIVENIQ UKAZANNOJ CELI SLEDUET POSTRO	

ITX TAKU� MATEMATI�ESKU� MODELX WETRODWIGATELQ� KOTORAQ OTRAVALA

BY DINAMI�ESKIE SWOJSTWA MODELIRUEMOGO OB	EKTA� I W TO VE WREMQ NE

BYLA BY SLI�KOM SLOVNOJ� DLQ TOGO� �TOBY POLU�ITX OBOZRIMYE ANALI	

TI�ESKIE REZULXTATY�

nAU�NAQ NOWIZNA POLU�ENNYH REZULXTATOW OPREDELQETSQ SLE	

DU��IMI POLOVENIQMI�

wPERWYE DOKAZANA TEOREMA O NEASIMPTOTI�ESKOJ STABILIZACII PRO	



�

IZWOLXNOJ NELINEJNOJ SISTEMY� UDOWLETWORQ��EJ SWOJSTWU LOKALXNOJ

UPRAWLQEMOSTI WBLIZI OSOBOJ TO�KI�pOKAZANO� �TO W OB�EM SLU�AE UTWERV	

DENIE �TOJ TEOREMY NE MOVET BYTX USILENO� dOKAZANO TAKVE� �TO DLQ

LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTEMY MNOVESTWO TO�EK RAZRYWA STABILI	

ZIRU��EJ OBRATNOJ SWQZI SODERVITSQ W NEKOTOROM GLADKOM MNOGOOBRA	

ZII� RAZMERNOSTX KOTOROGO NIVE RAZMERNOSTI FAZOWOGO PROSTRANSTWA� w

OTLI�IE OT IZWESTNYH REZULXTATOW H�J� Sussmann ���� J�	M� Coron ����

F�H� Clarke� Yu�S� Ledyaev� E�D� Sontag� A�I� Subbotin ���� W DOKAZANNYH

TEOREMAH UPRAWLENIE S OBRATNOJ SWQZX� NE ZAWISIT QWNO OT WREMENI� A

RE�ENIQ OPREDELQ�TSQ W SMYSLE a�f� fILIPPOWA�

wPERWYE POLU�ENY ASIMPTOTI�ESKIE OCENKI RE�ENIJ MODELXNOJ SIS	

TEMY W KRITI�ESKOM SLU�AE DWUH PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ� pOKAZANO�

�TO S POMO�X� �TIH OCENOK ZADA�A OB OPTIMALXNOJ PO SKOROSTI ZATUHA	

NIQ STABILIZACII SWODITSQ K ZADA�E NA MINIMUM NEKOTOROJ WELI�INY�

OPREDELQEMOJ �EREZ RE�ENIQ WSPOMOGATELXNOJ SISTEMY ALGEBRAI�ESKIH

URAWNENIJ�

pOLU�ENY USLOWIQ STABILIZIRUEMOSTI NEAWTONOMNYH SISTEM W TER	

MINAH UPRAWLQEMYH FUNKCIJ lQPUNOWA PO �ASTI PEREMENNYH� dLQ LINEJ	

NYH PO UPRAWLENI� SISTEM PREDLOVEN KONSTRUKTIWNYJ SPOSOB POSTROE	

NIQ STABILIZIRU��EJ OBRATNOJ SWQZI� �TI REZULXTATY RASPROSTRANQ�T

TEOREMU aRTSTEJNA ��� NA SLU�AJ STABILIZACII PO OTNO�ENI� K �ASTI

PEREMENNYH�

wPERWYE DOKAZANY TEOREMY O �ASTI�NOJ STABILIZACII AWTONOMNYH

SISTEM PRI USLOWII SU�ESTWOWANIQ FUNKCII lQPUNOWA SO ZNAKOPOSTOQN	

NOJ NIVNEJ GRANICEJ PROIZWODNYH� s POMO�X� �TIH TEOREM RE�ENY ZA	

DA�I O �ASTI�NOJ STABILIZACII ORIENTACII TWERDOGO TELA POD DEJSTWIEM

DWUH NEZAWISIMYH UPRAWLQ��IH MOMENTOW�

wPERWYE PREDLOVENA MATEMATI�ESKAQ MODELX UZLA WETRODWIGATELQ W

WIDE sstt� pOLU�ENY USLOWIQ USTOJ�IWOSTI REVIMA RAWNOMERNYH WRA	

�ENIJ MODELI PO LINEJNOMU PRIBLIVENI�� pRI MALYH UGLAH OTKLONE	
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NIQ LOPASTEJ I BOLX�IH ZNA�ENIQH PARAMETRA VESTKOSTI NAJDENO USLO	

WIE USTOJ�IWOSTI� SWQZYWA��EE INERCIALXNYE HARAKTERISTIKI MODELI S

VESTKOSTX� LOPASTEJ I UGLOWOJ SKOROSTX� REVIMA RAWNOMERNYH WRA�E	

NIJ� uSTANOWLENO� �TO PRI STREMLENII VESTKOSTI WALA K BESKONE�NOSTI

�PRI PRO�IH FIKSIROWANNYH PARAMETRAH� REVIM RAWNOMERNYH WRA�ENIJ

USTOJ�IW ASIMPTOTI�ESKI� pRI BESKONE�NO BOLX�OJ VESTKOSTI LOPASTEJ

I PRI NALI�II DOPOLNITELXNOJ SWQZI POLU�ENO USLOWIE USTOJ�IWOSTI�

SWQZYWA��EE DOPUSTIMYE ZNA�ENIQ LOBOWOGO DAWLENIQ S OSTALXNYMI PA	

RAMETRAMI MODELI�

pRAKTI�ESKOE ZNA�ENIE POLU�ENNYH REZULXTATOW� rEZULXTA	

TY DISSERTACII IME�T W OSNOWNOM TEORETI�ESKOE ZNA�ENIE� oNI MOGUT

BYTX ISPOLXZOWANY DLQ DALXNEJ�EGO RAZWITIQ KA�ESTWENNOJ TEORII NE	

LINEJNYH UPRAWLQEMYH SISTEM� rEZULXTATY GLAWY � MOGUT BYTX REKO	

MENDOWANY K PRIMENENI� PRI PROEKTIROWANII SISTEM UPRAWLENIQ TEH	

NI�ESKIMI OB	EKTAMI� rEZULXTATY GLAWY � MOGUT BYTX REKOMENDOWANY

K ISPOLXZOWANI� W ORGANIZACIQH� PROEKTIRU��IH WETRO�NERGETI�ESKIE

USTANOWKI� S CELX� OCENKI WLIQNIQ PARAMETROW VESTKOSTI MATERIALOW

NA NADEVNOSTX FUNKCIONIROWANIQ KONSTRUKCII�

lI�NYJ WKLAD SOISKATELQ� rEZULXTATY PODRAZDELA ��� OPUBLIKO	

WANY W STATXE ��
� SOWMESTNO S PROFESSOROM a�m� kOWAL�EWYM� KOTOROMU

PRINADLEVITIDEQ ISPOLXZOWANIQ METODA ORIENTIROWANNYH MNOGOOBRAZIJ

W ZADA�AH STABILIZACII NELINEJNYH UPRAWLQEMYH SISTEM� sOISKATEL�

PRINADLEVIT DOKAZATELXSTWO TEOREMY ��� I PRIMER ���� rEZULXTATY RAZ	

DELA � OPUBLIKOWANY W STATXE ���� SOWMESTNO S �LENOM	KORRESPONDENTOM

nanu a�q� sAW�ENKO� KOTOROMU PRINADLEVIT POSTANOWKA ZADA�I �ISSLE	

DUEMAQ MODELX�� lI�NYJ WKLAD SOISKATELQ W REZULXTATY RAZDELA � ZAKL�	

�AETSQ W PROWEDENII WSEH NEOBHODIMYH PREOBRAZOWANIJ� NAPRAWLENNYH NA

POLU�ENIE URAWNENIJ DWIVENIQ W SKALQRNOM WIDE I HARAKTERISTI�ESKO	

GO MNOGO�LENA� A TAKVE W �ISLENNO	ANALITI�ESKOM ISSLEDOWANII USLOWIJ

USTOJ�IWOSTI PO LINEJNOMU PRIBLIVENI��
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aPROBACIQ REZULXTATOW DISSERTACII� oSNOWNYE REZULXTATY DIS	

SERTACIONNOJ RABOTY BYLI DOLOVENY I OBSUVDENY NA�

� mEVDUNARODNYH kONFERENCIQH �uSTOJ�IWOSTX� UPRAWLENIE I DINAMI	

KA TWERDOGO TELA� �ICSCD�� dONECK� ���� I ���� GG��

� mEVDUNARODNOJ kONFERENCII �mATEMATIKA W INDUSTRII� �ICIM�����

tAGANROG� rOSSIQ� �� I�NQ 	 � I�LQ ���� G��

� uKRAINSKOJ KONFERENCII �aWTOMATIKA ���� hARXKOW� �
 	 �� MAQ ���� G��

� European Control Conference ECC���� Karlsruhe�Germany� ���
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� II wSEUKRAINSKOJ MOLODEVNOJ KONFERENCII �l�DINA ikOSMOS�� dNEPRO	

PETROWSK� �� 	 �� APRELQ �


 G� �DOKLAD OTME�EN DIPLOMOM KONFERENCII��

� sEMINARAH OTDELOW PRIKLADNOJ I TEHNI�ESKOJ MEHANIKI iNSTITUTA

PRIKLADNOJ MATEMATIKI I MEHANIKI nan uKRAINY� dONECK� ����	�




GG� �RUKOWODITELI �LEN	KOR� nanu p�w� hARLAMOW I PROF� a�m� kO	

WAL�EW��

� sEMINARE KAFEDRY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ I UPRAWLENIQ hARX	

KOWSKOGO NACIONALXNOGO UNIWERSITETA IM� w�n� kARAZINA� �


 G� �RUKO	

WODITELX PROF� w�i� kOROBOW��

pUBLIKACII� oSNOWNYE REZULXTATY DISSERTACII OPUBLIKOWANY W �

RABOTAH ��
�	����� SREDI KOTORYH � STATXI W SBORNIKAH NAU�NYH RABOT� �

STATXI W MATERIALAH MEVDUNARODNYH KONFERENCIJ� � RABOTY W SBORNIKAH

TEZISOW KONFERENCIJ�



	


razdel I

obzor literatury

���� sTABILIZACIQ NELINEJNYH UPRAWLQEMYH SISTEM

kLASSI�ESKAQ ZADA�A STABILIZACII AWTONOMNOJ SISTEMY OBYKNOWEN	

NYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

�x � f�x�u�� f ����� � �� f � C��Rn � Rm�� �����

GDE x  FAZOWYJ WEKTOR SISTEMY� u WEKTOR UPRAWLENIQ� SOSTOIT W PO	

STROENII FUNKCII OBRATNOJ SWQZI u � u�x� � U � u��� � �� OBESPE�IWA�	

�EJ ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX PO lQPUNOWU TRIWIALXNOGO RE�ENIQ

SISTEMY ����� ���� ���� w ZAWISIMOSTI OT KLASSA DOPUSTIMYH OBRATNYH

SWQZEJ U PRINQTO GOWORITX O GLADKOJ �U � C��Rn�� ILI O PO�TI GLADKOJ

�U � C��Rn� � C��Rn n f
g�� STABILIZACII ��
��

dLQ SISTEMY S INTEGRALXNYM KRITERIEM KA�ESTWA n�n� kRASOWSKIJ

DOKAZAL TEOREMU OB OPTIMALXNOJ STABILIZACII ���� S� ����� ISPOLXZU�	

�U� IDEI METODOW FUNKCIJ lQPUNOWA I DINAMI�ESKOGO PROGRAMMIROWA	

NIQ bELLMANA�

pRI ISSLEDOWANII STABILIZIRUEMOSTI NELINEJNOJ SISTEMY ����� WAV	

NU� ROLX IGRA�T SWOJSTWA SISTEMY LINEJNOGO PRIBLIVENIQ�

�x � Ax �Bu� �����

GDE A� B  QKOBIEWY MATRICY OTOBRAVENIQ f PO PEREMENNYM x� u SO	

OTWETSTWENNO� WY�ISLENNYE PRI x � �� u � �� dOKAZANO ����� ���� S� ����

�TO LINEJNAQ SISTEMA ����� GLADKO STABILIZIRUEMA TOGDA I TOLXKO TOG	

DA� KOGDA NEUPRAWLQEMOMU PODPROSTRANSTWU SISTEMY ����� SOOTWETSTWU�T

HARAKTERISTI�ESKIE POKAZATELI S OTRICATELXNYMI WE�ESTWENNYMI �AS	

TQMI� w �ASTNOSTI� ESLI DLQ SISTEMY ����� WYPOLNEN KRITERIJ UPRAWLQ	

EMOSTI kALMANA ���� TO ONA GLADKO STABILIZIRUEMA �GLOBALXNO�� kROME



		

TOGO� DLQ UPRAWLQEMOJ SISTEMY ����� S KRITERIEM KA�ESTWA W WIDE INTEG	

RALA OT POLOVITELXNO	OPREDELENNOJ KWADRATI�NOJ FORMY DOKAZANA RAZ	

RE�IMOSTX ZADA�I OB OPTIMALXNOJ STABILIZACII ���� c� ����� PRI �TOM

OPTIMALXNOE UPRAWLENIE S OBRATNOJ SWQZX� QWLQETSQ LINEJNOJ FUNKCI	

EJ FAZOWOGO WEKTORA� s POMO�X� TEOREMY lQPUNOWA OB USTOJ�IWOSTI PO

LINEJNOMU PRIBLIVENI� ���� S� ��� USTANOWLENO� �TO ESLI SISTEMA �����

LOKALXNO UPRAWLQEMA PO LINEJNOMU PRIBLIVENI�� TO ONA GLADKO STABI	

LIZIRUEMA�

w STATXE w�i� kOROBOWA ���� DLQ UPRAWLQEMOJ PO LINEJNOMU PRI	

BLIVENI� SISTEMY ����� PREDLOVEN SPOSOB POSTROENIQ STABILIZIRU��EJ

OBRATNOJ SWQZI �WOOB�E GOWORQ� RAZRYWNOJ� S POMO�X� SEMEJSTWA SINTE	

ZIRU��IH FUNKCIJ NA POSLEDOWATELXNOSTI WLOVENNYH MNOVESTW� STQGI	

WA��IHSQ K NUL��

w MONOGRAFII w�m� kUNCEWI�A I m�m� lY�AKA ���� S� �
	��
� SFOR	

MULIROWANY DOSTATO�NYE USLOWIQ STABILIZIRUEMOSTI NELINEJNYH NEAW	

TONOMNYH SISTEM W TERMINAH FUNKCIJ lQPUNOWA� dLQ NEKOTORYH KLASSOW

SISTEM RE�ENY ZADA�I SINTEZA STABILIZIRU��IH UPRAWLENIJ�

kRITI�ESKIE SLU�AI STABILIZIRUEMOSTI� eSLI WOPROS O STABI	

LIZIRUEMOSTI SISTEMY ����� POSREDSTWOM OBRATNOJ SWQZI KLASSA C��Rn�

NE RE�AETSQ RASSMOTRENIEM SISTEMY ������ TO IMEET MESTO SLU�AJ� NA	

ZWANNYJ W STATXE ���� KRITI�ESKIM SLU�AEM STABILIZIRUEMOSTI� kRITI	

�ESKIJ SLU�AJ HARAKTERIZUETSQ SLEDU��IMI SWOJSTWAMI� SISTEMA �����

NEUPRAWLQEMA� WSE SOBSTWENNYE �ISLA MATRICY A� SOOTWETSTWU��IE NE	

UPRAWLQEMOMU PODPROSTRANSTWU SISTEMY ������ IME�T NEPOLOVITELXNYE

WE�ESTWENNYE �ASTI� PRI�EM SREDI �TIH SOBSTWENNYH �ISEL IME�TSQ �IS	

LA S NULEWYMI WE�ESTWENNYMI �ASTQMI�

w MONOGRAFII w�g� wERETENNIKOWA ���� S� ���	�
�� OPISAN METOD ISSLE	

DOWANIQ STABILIZIRUEMOSTI SISTEMY ����� S ANALITI�ESKOJ PRAWOJ �AS	

TX� W KRITI�ESKIH SLU�AQH STABILIZIRUEMOSTI �I W SLU�AQH� BLIZKIH K

KRITI�ESKIM�� sUTX �TOGO METODA ZAKL��AETSQ W PODSTANOWKE FUNKCII



	�

OBRATNOJ SWQZI W WIDE SUMMY FORM S NEOPREDELENNYMI KO�FFICIENTAMI

W SISTEMU ����� c POSLEDU��IM OPREDELENIEM KO�FFICIENTOW FORM� ISHO	

DQ IZ USLOWIJ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI ZAMKNUTOJ SISTEMY� pRI

�TOM ISPOLXZUETSQ PRINCIP SWEDENIQ ���� S� �������� ����� ���� S� �
�	�
���

POZWOLQ��IJ SWESTI ISSLEDOWANIE ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI POL	

NOJ SISTEMY K ISSLEDOWANI� ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI UKORO�ENNOJ

SISTEMY PO FORMAM KONE�NOGO PORQDKA� dOSTATO�NYE USLOWIQ ASIMPTO	

TI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO FORMAM KONE�NOGO PORQDKA BYLI POLU�ENY W

RABOTAH g�w� kAMENKOWA ����� n�n� kRASOWSKOGO ���� S� ����� a�m� mOL�A	

NOWA ����� w�g� wERETENNIKOWA ���� S� ��	����

w SWQZI S RAZWITIEM KA�ESTWENNOJ TEORII NELINEJNYH UPRAWLQEMYH

PROCESSOW WOZNIK WOPROS O STABILIZIRUEMOSTI LOKALXNO UPRAWLQEMYH

SISTEM ������ DLQ KOTORYH SISTEMA LINEJNOGO PRIBLIVENIQ ����� NE QWLQ	

ETSQ WPOLNE UPRAWLQEMOJ ���� �� �
�� M�Kawski ���� DOKAZAL� �TO W SLU�AE

n � �� m � � DLQ ANALITI�ESKOJ I LINEJNOJ PO UPRAWLENI� FUNKCII

f�x�u� UPRAWLQEMOSTX SISTEMY ����� QWLQETSQ DOSTATO�NYM USLOWIEM EE

PO�TI GLADKOJ STABILIZIRUEMOSTI� oDNAKO� KAK BYLO POKAZANO W RABO	

TAH ��
� �� ��� OTWET NA WOPROS O PO�TI GLADKOJ �ILI DAVE RAZRYWNOJ PO

a�f� fILIPPOWU� STABILIZIRUEMOSTI PROIZWOLXNOJ UPRAWLQEMOJ SISTE	

MY POSREDSTWOM OBRATNOJ SWQZI u�x� OTRICATELEN� dADIM KRATKIJ OBZOR

REZULXTATOW �TIH RABOT�

w STATXE E�D� Sontag� H�J� Sussmann ��
� POKAZANO� �TO SU�ESTWU�T

ODNOMERNYE �n � �� m � �� LOKALXNO UPRAWLQEMYE SISTEMY� KOTORYE NE

QWLQ�TSQ STABILIZIRUEMYMI S POMO�X� NEPRERYWNOJ OBRATNOJ SWQZI�

R� Brockett ��� POLU�IL NEOBHODIMOE USLOWIE PO�TI GLADKOJ STABILI	

ZIRUEMOSTI� KOTOROE FORMULIRUETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

tEOREMA ���� �uSLOWIE bROKETTA ���� eSLI SISTEMA ����� PO�TI

GLADKO STABILIZIRUEMA� TO OBRAZ f SODERVIT NEKOTORU� OKRESTNOSTX

NULQ B��� �� � R
n� T�E� DLQ WSQKOGO p � B��� �� URAWNENIE f�x�u� � p

RAZRE�IMO OTNOSITELXNO �x�u��



	�

oTMETIM� �TO USLOWIE bROKETTA QWLQETSQ SLEDSTWIEM TEOREMY

m�a� kRASNOSELXSKOGO ���� S� ���� tEOREMA ����� O TOPOLOGI�ESKOM IN	

DEKSE ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWOJ OSOBOJ TO�KI AWTONOMNOJ SISTEMY� w

RABOTE ��� PRI MODELIROWANII UPRAWLQEMOJ NEGOLONOMNOJ TELEVKI BYLA

POLU�ENA SLEDU��AQ SISTEMA�

�x� � u�� �x� � u�� �x� � x�u� � x�u�� �����

s POMO�X� APPARATA SKOBOK lI DOKAZANO ���� �TO SISTEMA ����� WPOLNE

UPRAWLQEMA� oDNAKO� SISTEMA ����� NE QWLQETSQ PO�TI GLADKO STABILIZI	

RUEMOJ� POSKOLXKU ONA NE UDOWLETWORQET USLOWI� bROKETTA� WEKTOR SKO	

ROSTI p � �
� 
� ��T NE MOVET BYTX REALIZOWAN SISTEMOJ ����� NI PRI

KAKOM ZNA�ENII � �� 
� aNALOGI�NYM OBRAZOM IZ REZULXTATA bROKETTA

SLEDUET ����� �TO WSQKAQ SISTEMA WIDA

�x �
mX
i��

uif i�x� �����

NE QWLQETSQ PO�TI GLADKO STABILIZIRUEMOJ PRI USLOWIQH f i � C��Rn��

rank�f ����� ����fm���� � m � n�

sTATXQ E�P� Ryan ��� RASPROSTRANQET USLOWIE bROKETTA NA SISTEMY

S RAZRYWNOJ OBRATNOJ SWQZX�� RE�ENIQ KOTORYH OPREDELQ�TSQ W SMYSLE

a�f� fILIPPOWA ����� w STATXE ��� S POMO�X� TEORII STEPENI OTOBRAVENIQ

DLQ MNOGOZNA�NYH FUNKCIJ DOKAZANO� �TO ESLI SISTEMA ����� �KWIASIMP	

TOTI�ESKI STABILIZIRUEMA S POMO�X� RAZRYWNOJ OBRATNOJ SWQZI� TO OB	

RAZ f SODERVIT OKRESTNOSTX NULQ� iTAK� SISTEMY ������ ����� NE QWLQ�TSQ

�KWIASIMPTOTI�ESKI STABILIZIRUEMYMI I W KLASSE RAZRYWNYH OBRATNYH

SWQZEJ U � ESLI RE�ENIQ OPREDELQTX PO a�f� fILIPPOWU�

w STATXE A� Astol� ���� POSTROENY RAZRYWNYE FUNKCII OBRATNOJ SWQ	

ZI� KOTORYE OBESPE�IWA�T �KSPONENCIALXNOE PRITQVENIE OSOBOJ TO�KI

x � � SISTEMY ����� PRI WSEH NA�ALXNYH USLOWIQH� LEVA�IH WNE NEKOTO	

ROJ GLADKOJ POWERHNOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ OSOBU� TO�KU�

w STATXE Z� Artstein ��� DOKAZAN KRITERIJ STABILIZIRUEMOSTI SISTE	

MY ����� W KLASSE OBOB�ENNYH �relaxed� OBRATNYH SWQZEJ� sOGLASNO �TOMU



	�

KRITERI�� IZWESTNOMU KAK �TEOREMA aRTSTEJNA� ��� Thm� ����� STABILI	

ZIRUEMOSTX SISTEMY ����� S POMO�X� OBOB�ENNOJ OBRATNOJ SWQZI �KWIWA	

LENTNA SU�ESTWOWANI� UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA� zDESX POD UPRAW	

LQEMOJ FUNKCIEJ lQPUNOWA DLQ SISTEMY ����� PONIMAETSQ TAKAQ OPREDE	

LENNO 	 POLOVITELXNAQ GLADKAQ FUNKCIQ V �x�� DLQ KOTOROJ TO�NAQ NIV	

NQQ GRANICA �PO WSEWOZMOVNYM DOPUSTIMYM UPRAWLENIQM� EE PROIZWOD	

NYH W SILU SISTEMY ����� QWLQETSQ OPREDELENNO 	 OTRICATELXNOJ FUNK	

CIEJ� oTMETIM� �TO TEORIQ OBOB�ENNYH UPRAWLENIJ �IROKO ISPOLXZU	

ETSQ W MONOGRAFII dV� wARGA ���� DLQ ZADA� OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ�

dLQ LINEJNYH PO UPRAWLENI� SISTEM TEOREMA aRTSTEJNA DOPUSKAET FOR	

MULIROWKU W TERMINAH OBY�NYH OBRATNYH SWQZEJ ��� Thm� ����� LINEJ	

NAQ PO UPRAWLENI� SISTEMA STABILIZIRUEMA S POMO�X� OBRATNOJ SWQZI

u � C��Rnnf
g� TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA U NEE SU�ESTWUET UPRAWLQE	

MAQ FUNKCIQ lQPUNOWA� sLEDUET ZAMETITX� �TO ORIGINALXNOE DOKAZATELX	

STWO TEOREMY aRTSTEJNA NEKONSTRUKTIWNO� T�E� NE POZWOLQET PO IZWESTNOJ

UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA �FFEKTIWNO POSTROITX OBRATNU� SWQZX�

kONSTRUKTIWNYE PODHODY K POSTROENI� STABILIZIRU��EJ OBRATNOJ SWQ	

ZI S POMO�X� UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA BYLI WPOSLEDSTWII RAZWI	

TY W RABOTAH ���� ��� ��� �
��

mETOD FUNKCIJ lQPUNOWA ISPOLXZUETSQ W RABOTAH E�D� Sontag ����

I E�D� Sontag� H�J� Sussmann ���� DLQ HARAKTERISTIKI ASIMPTOTI�ESKOJ

UPRAWLQEMOSTI NELINEJNYH SISTEM� oSNOWNYM REZULXTATOM ���� QWLQETSQ

SLEDU��AQ TEOREMA� SISTEMA ����� ASIMPTOTI�ESKI NULX	UPRAWLQEMA TOG	

DA I TOLXKO TOGDA� KOGDA U NEE SU�ESTWUET UPRAWLQEMAQ FUNKCIQ lQPUNO	

WA KLASSA C��Rn�� pRI �TOM W KA�ESTWE PROIZWODNYH OT FUNKCIJ KLASSA

C� RASSMATRIWA�TSQ IH NIVNIE PROIZWODNYE PO dINI�

w RABOTAH a�m� kOWALEWA ���� S� ���� ���� ISPOLXZU�TSQ ZNAKOPERE	

MENNYE FUNKCII FAZOWOGO WEKTORA SISTEMY ����� DLQ OPISANIQ EE ORIEN	

TIROWANNYH MNOGOOBRAZIJ� uSTANOWLEN KRITERIJ UPRAWLQEMOSTI SISTE	

MY ������ KOTORYJ FORMULIRUETSQ W TERMINAH OTSUTSTWIQ ZNAKOPEREMEN	



	�

NYH RE�ENIJ NEKOTORYH URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZWODNYH TIPA URAW	

NENIJ lQPUNOWA W TEORII USTOJ�IWOSTI I lEWI	�IWITY W TEORII INWA	

RIANTNYH MNOGOOBRAZIJ �����

J�	M� Coron ��� DOKAZAL� �TO ESLI SISTEMA ����� NULX	UPRAWLQEMA ZA

MALOE WREMQ� f � C��Rn � Rm�� n � � I WYPOLNENO NEKOTOROE RANGO	

WOE USLOWIE DOSTIVIMOSTI� TO SISTEMA ����� STABILIZIRUEMA ZA KONE�	

NOE WREMQ S POMO�X� NEPRERYWNOJ PERIODI�ESKOJ PO t OBRATNOJ SWQZI

u�x� t�� w �ASTNOSTI� ESLI PRAWAQ �ASTX SISTEMY ����� ANALITI�NA� TO IZ

NULX	UPRAWLQEMOSTI SISTEMY ����� ZA MALOE WREMQ SLEDUET EE STABILIZI	

RUEMOSTX POSREDSTWOM NESTACIONARNOJ OBRATNOJ SWQZI u�x� t� PRI L�BOJ

RAZMERNOSTI n� tAKIM OBRAZOM� SISTEMA bROKETTA ����� STABILIZIRUEMA

S POMO�X� NEPRERYWNOJ OBRATNOJ SWQZI WIDA u�x� t��

F�H� Clarke� Yu�S� Ledyaev� E�D� Sontag� A�I� Subbotin W STATXE ���

OPREDELQ�T RE�ENIQ SISTEMY S RAZRYWNOJ OBRATNOJ SWQZX� �� 	 TRAEK	

TORII� NA OSNOWE RAZBIENIQ WREMENNOJ POLUOSI DISKRETNYMI MOMENTAMI

WREMENI I PRIMENENIQ KUSO�NO	POSTOQNNYH UPRAWLENIJ MEVDU SOSEDNIMI

MOMENTAMI� w SOOTWETSTWII S TAKIM OPREDELENIEM RE�ENIQ AWTORY OPRE	

DELQ�T STABILIZIRUEMOSTX SISTEMY ����� S POMO�X� RAZRYWNOJ FUNKCII

OBRATNOJ SWQZI u�x� �s 	 STABILIZIRUEMOSTX�� oSNOWNYM REZULXTATOM RA	

BOTY ��� QWLQETSQ TEOREMA� SOGLASNO KOTOROJ SISTEMA ����� QWLQETSQ s 	

STABILIZIRUEMOJ TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA ONA ASIMPTOTI�ESKI NULX	

UPRAWLQEMA� sLEDUET OTMETITX� �TO OPREDELENIE RE�ENIJ RAZRYWNOJ SIS	

TEMY W ��� ��� NE QWLQETSQ �KWIWALENTNYM IZWESTNYM OPREDELENIQM RE	

�ENIJ W SMYSLE a�f� fILIPPOWA �����

V� Jurdjevic� J�P� Quinn W RABOTE ���� RASSMATRIWALI ANALITI�ESKIE

I LINEJNYE PO UPRAWLENI� SISTEMY ������ KOTORYE IME�T FUNKCI� lQ	

PUNOWA SO ZNAKOOTRICATELXNOJ PROIZWODNOJ W SILU SISTEMY PRI u � ��

pRI WYPOLNENII DOPOLNITELXNYH USLOWIJ W TERMINAH SKOBOK lI� AWTO	

RAMI ���� DOKAZANA GLADKAQ STABILIZIRUEMOSTX TAKIH SISTEM� w RABOTAH

���� ��� OBSUVDAETSQ WOPROS O NEOBHODIMOSTI I DOSTATO�NOSTI USLOWIJ



	�

���� DLQ STABILIZIRUEMOSTI LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTEMY S NEANALI	

TI�ESKOJ PRAWOJ �ASTX��

sTATXQ A� Bacciotti� F� Ceragioli ���� POSWQ�ENA PRIMENENI� OBRAT	

NOJ SWQZI TIPA ���� DLQ STABILIZACII SISTEMY S RAZRYWNOJ PRAWOJ �AS	

TX�� RE�ENIQ KOTOROJ OPREDELQ�TSQ PO a�f� fILIPPOWU� nA OSNOWE AP	

PARATA DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ I NEGLADKIH FUNKCIJ lQPUNOWA

W ���� POLU�ENO DOSTATO�NOE USLOWIE STABILIZIRUEMOSTI LINEJNYH PO

UPRAWLENI� SISTEM�

w�i� kOROBOWYM ���� BYLI POLU�ENY DOSTATO�NYE USLOWIQ UPRAW	

LQEMOSTI NELINEJNOJ SISTEMY TREUGOLXNOGO WIDA� w RABOTE ���� TAKVE

POKAZANA DOSTATO�NOSTX �TIH USLOWIJ DLQ STABILIZIRUEMOSTI TREUGOLX	

NOJ SISTEMY� aNALOGI�NYE USLOWIQ WPOSLEDSTWII ISSLEDOWALISX W RABOTE

FRANCUZSKIH AWTOROW ����� w STATXE ��
� PREDLAGAETSQ �FFEKTIWNYJ METOD

POSTROENIQ STABILIZIRU��EJ OBRATNOJ SWQZI DLQ TREUGOLXNYH SISTEM

PRI WYPOLNENII DOSTATO�NYH USLOWIJ �����

w RABOTE H� Hermes ���� DLQ SLU�AQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTE	

MY ������ m � � NAJDENY NEOBHODIMYE I NEKOTORYE DOSTATO�NYE USLOWIQ

GLADKOJ STABILIZIRUEMOSTI� POLU�ENNYE NA OSNOWE RASSMOTRENIQ ODNO	

RODNYH PRIBLIVENIJ PRAWOJ �ASTI ������ w RABOTE S�P� Banks ���� POLU	

�ENO DOSTATO�NOE USLOWIE STABILIZIRUEMOSTI SISTEMY ����� DLQ SLU�AQ

BILINEJNOJ FUNKCII f�x�u��

w STATXE P� Morin� C� Samson ���� PREDLAGAETSQ ALGORITM POSTROE	

NIQ NEPRERYWNOJ OBRATNOJ SWQZI WIDA u�x� t�� OBESPE�IWA��EJ ROBAST	

NU� �KSPONENCIALXNU� USTOJ�IWOSTX SISTEMY ����� PRI USLOWII EE LO	

KALXNOJ UPRAWLQEMOSTI�

w RABOTE K� Pei�er� A�Ya� Savchenko ���� ISSLEDUETSQ ZADA�A PASSIW	

NOJ STABILIZACII NEASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWYH POLOVENIJ RAWNOWESIQ

GAMILXTONOWYH SISTEM METODOM �RAZMORAVIWANIQ PARAMETROW�� T�E� WWE	

DENIQ DOPOLNITELXNYH STEPENEJ SWOBODY� PO OTNO�ENI� K KOTORYM RE	

ALIZUETSQ DISSIPACIQ �NERGII� dLQ KRITI�ESKOGO SLU�AQ n PAR �ISTO



	�

MNIMYH KORNEJ POLU�ENY USLOWIQ RAZRE�IMOSTI ZADA�I PASSIWNOJ STA	

BILIZACII� w RABOTE ���� IZU�AETSQ ASIMPTOTI�ESKOE POWEDENIE RE�ENIJ

PASSIWNO STABILIZIROWANNOJ SISTEMY W KRITI�ESKOM SLU�AE ODNOJ PARY

�ISTO MNIMYH KORNEJ� pOKAZANO� �TO ESLI ZADA�A STABILIZACII RE�AET	

SQ S POMO�X� FUNKCII lQPUNOWA W WIDE MNOGO�LENA �ETWERTOJ STEPENI�

TO NORMA KRITI�ESKIH PEREMENNYH RE�ENIQ DOPUSKAET ASIMPTOTI�ESKU�

OCENKU WIDA Gt���� PRI t � �	� GDE G  KONSTANTA� pREDLOVENO IS	

POLXZOWATX TAKU� OCENKU DLQ RE�ENIQ ZADA�I OB OPTIMALXNOJ PASSIWNOJ

STABILIZACII�

���� uSTOJ�IWOSTX I STABILIZACIQ PO �ASTI PEREMENNYH

kAK OTME�AETSQ W MONOGRAFII w�w� rUMQNCEWA I a�s� oZIRANERA ����

S� ��� ZADA�A OB USTOJ�IWOSTI DWIVENIQ PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMEN	

NYH ESTESTWENNYM OBRAZOM WOZNIKAET PRI RE�ENII MNOGIH PRIKLADNYH

PROBLEM� pERE�ISLIM NEKOTORYE IZ �TIH PROBLEM� USTOJ�IWOSTX GOLONOM	

NYH SISTEM S CIKLI�ESKIMI KOORDINATAMI ���� S� ��	���� USTOJ�IWOSTX

DWIVENIQ SISTEM S BESKONE�NYM �ISLOM STEPENEJ SWOBODY �TWERDYH TEL

S POLOSTQMI� SODERVA�IMI VIDKOSTX� ���� S� ��	���� ODNOOSNAQ STABILI	

ZACIQ SPUTNIKA ���� S� ���	�����

iNTERES K ZADA�AM USTOJ�IWOSTI PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH

OBUSLAWLIWAETSQ NE TOLXKO PROBLEMAMI MEHANIKI� tAK p� rU�� n� aBETS�

m� lALUA W MONOGRAFII ���� S� �
�	�
�� RASSMATRIWA�T �KOLOGI�ESKU� ZA	

DA�U MEVWIDOWOGO WZAIMODEJSTWIQ NA OSNOWE MODELI wOLXTERRY 	 lOTKI�

pOKAZANO� �TO �KOLOGI�ESKIJ PRINCIP WYMIRANIQ wOLXTERRY 	 lOTKI QW	

LQETSQ SLEDSTWIEM ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ

SISTEMY MEVWIDOWOGO WZAIMODEJSTWIQ PO �ASTI PEREMENNYH�

w�w� rUMQNCEW W RABOTE ���� WWEL PONQTIE FUNKCII� ZNAKOOPREDELEN	

NOJ OTNOSITELXNO �ASTI PEREMENNYH� s POMO�X� TAKIH FUNKCIJ IM DO	

KAZANY TEOREMY OB USTOJ�IWOSTI I ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO



	�

OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH� OBOB�A��IE TEOREMY lQPUNOWA�

dALXNEJ�IE OBOB�ENIQ TEOREM METODA FUNKCIJ lQPUNOWA OB USTOJ	

�IWOSTI� ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI I NEUSTOJ�IWOSTI OTNOSITELXNO

�ASTI PEREMENNYH PRIWEDENY W MONOGRAFII w�w� rUMQNCEWA I a�s� oZI	

RANERA ����� A TAKVE W MONOGRAFII ���� I W OBZORE ��� w�i� wOROTNIKOWA�

pERE�ISLIM NEKOTORYE IZ WAVNEJ�IH REZULXTATOW�

w�m� mATROSOW DOKAZAL TEOREMY OB USTOJ�IWOSTI I ASIMPTOTI�ES	

KOJ USTOJ�IWOSTI PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH S POMO�X� WEKTOR	

FUNKCIJ lQPUNOWA ��
��

w�w� rUMQNCEW ���� S� ���� OBOB�IL TEOREMU n�n� kRASOWSKOGO OB OP	

TIMALXNOJ STABILIZACII NA ZADA�U STABILIZACII PO �ASTI PEREMENNYH�

C� Risito I w�w� rUMQNCEW RASPROSTRANILI TEOREMU e�a� bARBA�INA 	

n�n� kRASOWSKOGO NA SLU�AJ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO �ASTI PE	

REMENNYH ���� S� ��	���� PRI USLOWII OGRANI�ENNOSTI RE�ENIJ� kAK POKA	

ZAL a�s� oZIRANER ���� S� �

�� UTWERVDENIQ �TIH TEOREM PERESTA�T BYTX

WERNYMI� ESLI OTKAZATXSQ OT USLOWIQ OGRANI�ENNOSTI RE�ENIJ� nEOBHO	

DIMYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ OGRANI�ENNOSTI RE�ENIJ PO OTNO�ENI� K

�ASTI PEREMENNYH DOKAZANY a�s� oZIRANEROM ���� c� �����

w�i� wOROTNIKOW ���� PREDLOVIL METOD ISSLEDOWANIQ USTOJ�IWOSTI

OTNOSITELXNO �ASTI PEREMENNYH S POMO�X� WSPOMOGATELXNYH LINEJNYH

SISTEM  ��	SISTEM�� dOKAZANO ���� S� ��	���� �TO NULEWOE RE�ENIE LI	

NEJNOJ SISTEMY USTOJ�IWO �ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO� PO �ASTI PERE	

MENNYH TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA NULEWOE RE�ENIE SOOTWETSTWU��EJ

LINEJNOJ �	SISTEMY USTOJ�IWO �ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO� PO WSEM PE	

REMENNYM� s POMO�X� METODA �	SISTEM POLU�ENY USLOWIQ USTOJ�IWOSTI

NELINEJNYH SISTEM OTNOSITELXNO �ASTI PEREMENNYH PO LINEJNOMU PRI	

BLIVENI� ���� S� ��	����� pRI �TOM POKAZANO� �TO KLASS NELINEJNYH SIS	

TEM� DLQ KOTORYH WOPROS OB USTOJ�IWOSTI OTNOSITELXNO �ASTI PEREMEN	

NYH RE�AETSQ LINEJNYM PRIBLIVENIEM� MOVNO SU�ESTWENNO RAS�IRITX�

ESLI WMESTO LINEJNOJ �ASTI ISHODNOJ NELINEJNOJ SISTEMY RASSMATRI	



	�

WATX SPECIALXNO POSTROENNU� SISTEMU LINEJNOGO PRIBLIVENIQ�

w STATXE w�n� 
ENNIKOWA ���� METODOM FUNKCIJ lQPUNOWA DOKAZA	

NY TEOREMY OB ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO �ASTI PEREMENNYH DLQ

SISTEM S ODNORODNYMI PRAWYMI �ASTQMI� w STATXE ���� TAKVE RASPROSTRA	

NENY REZULXTATY TEOREM n�n� kRASOWSKOGO ���� S� ���� I a�a� �ESTAKOWA

���� OB ASIMPTOTI�ESKIH OCENKAH RE�ENIJ NA SLU�AJ ASIMPTOTI�ESKOJ

USTOJ�IWOSTI PO �ASTI PEREMENNYH�

w�i� wOROTNIKOWYM POLU�ENY USLOWIQ STABILIZIRUEMOSTI LINEJNYH

SISTEM PO �ASTI PEREMENNYH ���� S� ��	���� A TAKVE DOSTATO�NYE USLOWIQ

STABILIZIRUEMOSTI NELINEJNYH SISTEM PO LINEJNOMU PRIBLIVENI� ���

S� ���� oTME�ENO ��� S� ���� �TO ISPOLXZUEMYJ PODHOD SWQZAN S OB�IMI POD	

HODAMI K TO�NOJ LINEARIZACII NELINEJNYH SISTEM UPRAWLENIQ� mETODY

TO�NOJ LINEARIZACII OPISANY W MONOGRAFII A� Isidori ���� P� ���	�����

w RABOTE a�o� iGNATXEWA ���� S� ���� DOKAZANA TEOREMA� OBRATNAQ K

TEOREME w�w� rUMQNCEWA OB ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI ����� S� ����� s

POMO�X� �TOJ TEOREMY a�o� iGNATXEW DOKAZAL TEOREMU OB USTOJ�IWOSTI

OTNOSITELXNO �ASTI PEREMENNYH PRI POSTOQNNO DEJSTWU��IH WOZMU�E	

NIQH� OGRANI�ENNYH W SREDNEM ���� S� �����

w RABOTE a�s� aNDREEWA ���� ISSLEDU�TSQ ZADA�I O PRITQVENII I

ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI RE�ENIJ NEAWTONOMNOJ SISTEMY PRI PRED	

POLOVENII SU�ESTWOWANIQ FUNKCII lQPUNOWA SO ZNAKOPOSTOQNNOJ PROIZ	

WODNOJ� pRI DOPOLNITELXNYH PREDPOLOVENIQH O SWOJSTWAH �ASTI�NOGO

POLOVITELXNOGO PREDELXNOGO MNOVESTWA POLU�ENY REZULXTATY� OBOB�A	

��IE IZWESTNYE TEOREMY OB ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO �ASTI PE	

REMENNYH�

w ZAKL��ENII OBZORNOJ RABOTY w�i� wOROTNIKOWA ��� S� ��	��� WYDELE	

NY NEKOTORYE NERE�ENNYE PROBLEMY� oTME�ENO� �TO W ZADA�E �ASTI�NOJ

STABILIZACII OSNOWNOJ PROBLEMOJ OSTAETSQ RAZRABOTKA KONSTRUKTIWNYH

SPOSOBOW POSTROENIQ STABILIZIRU��IH ZAKONOW UPRAWLENIQ� KAK DLQ DO	

STATO�NO OB�IH� TAK I DLQ KONKRETNYH SISTEM�



�


w STATXE ���� PRIMENQ�TSQ FUNKCII lQPUNOWA� ZNAKOOPREDELENNYE PO

OTNO�ENI� K NEKOTORYM FUNKCIQM FAZOWOGO WEKTORA� s POMO�X� TAKIH

FUNKCIJ lQPUNOWA DOKAZANA TEOREMA� DOPOLNQ��AQ TEOREMU w�w� rUMQN	

CEWA OB USTOJ�IWOSTI PO �ASTI PEREMENNYH�

w STATXE a�m� kOWALEWA ���� DOKAZANA TEOREMA O NEOBHODIMYH I DO	

STATO�NYH USLOWIQH NEUSTOJ�IWOSTI PO �ASTI PEREMENNYH� RASPROSTRA	

NQ��AQ TEOREMU a�m� lQPUNOWA 	 n�n� kRASOWSKOGO ����� S� ��	���� ����� NA

ZADA�I �ASTI�NOJ USTOJ�IWOSTI� dLQ SISTEM� LINEJNYH PO UPRAWLENI��

W RABOTE ���� DOKAZAN KRITERIJ UPRAWLQEMOSTI PO �ASTI PEREMENNYH�

���� sTABILIZACIQ DWIVENIJ TWERDOGO TELA OKOLO CENTRA

MASS

uRAWNENIQ UGLOWOGO DWIVENIQ KOSMI�ESKOGO APPARATA KAK ABSOL�TNO

TWERDOGO TELA BEZ DWIVU�IHSQ MASS ZAPISYWA�TSQ W WIDE SISTEMY DINA	

MI�ESKIH URAWNENIJ �JLERA� SODERVA�IH MOMENTY UPRAWLENIQ� I KINE	

MATI�ESKIH URAWNENIJ� OPISYWA��IH POLOVENIE OSEJ APPARATA OTNOSI	

TELXNO OSEJ ORIENTACII ���� S� ���	����� mOMENT UPRAWLENIQ SOZDAETSQ S

POMO�X� REAKTIWNYH DWIGATELEJ ORIENTACII ���� S� ���	��
�� IZMENENI	

EM MASSY SISTEMY ZA S�ET RABOTY DWIGATELEJ W RQDE ZADA� UPRAWLENIQ

PRENEBREGAETSQ� pRIWEDEM REZULXTATY� OTNOSQ�IESQ K ZADA�AM STABILI	

ZACII TAKOGO TIPA SISTEM�

w�i� zUBOW W MONOGRAFII ��
� S� �
�� RE�IL ZADA�U OB ORIENTACII

ZADANNOGO NAPRAWLENIQ �ODNOOSNOJ STABILIZACII�� T�E� ZADA�U O STABILI	

ZACII POLOVENIQ RAWNOWESIQ URAWNENIJ �JLERA 	 pUASSONA PO TREM KO	

ORDINATAM WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI I PO DWUM KOORDINATAM ZADANNOGO

ORTA ORIENTACII S POMO�X� TREHMERNOGO WEKTORA UPRAWLENIQ� w�i� zU	

BOW RE�IL TAKVE I ZADA�U OB ORIENTACII DWUH ZADANNYH NAPRAWLENIJ

��
� S� �����

w MONOGRAFII w�d� fURASOWA ���� S� ��� RASSMATRIWAETSQ ZADA�A O
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STABILIZACII TRIWIALXNOGO RE�ENIQ DINAMI�ESKIH URAWNENIJ �JLERA S

POMO�X� TREHMERNOGO WEKTORA UPRAWLENIQ �ZADA�A O GA�ENII WRA�ENIJ��

l�d� aKULENKO ISSLEDOWAL ZADA�U OB OPTIMALXNOM PO BYSTRODEJST	

WI� PRIWEDENII WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI TELA W NULX S POMO�X� TREH	

MERNOGO UPRAWLENIQ ���� S� ���	����� A TAKVE S POMO�X� ODNOMERNOGO IM	

PULXSNOGO UPRAWLENIQ �����

w�i� wOROTNIKOW RE�IL ZADA�U O STABILIZACII POLOVENIQ RAWNOWE	

SIQ URAWNENIJ �JLERA 	 pUASSONA PO KOORDINATAM ZADANNOGO ORTA ORIEN	

TACII �BEZ U�ETA UGLOWOJ SKOROSTI� POD DEJSTWIEM DWUMERNOGO WEKTORA

UPRAWLENIQ ���� S� �����

D� Aeyels� M� Szafranski ���� DOKAZALI STABILIZIRUEMOSTX NULEWOGO RE	

�ENIQ DINAMI�ESKIH URAWNENIJ �JLERA DLQ NESIMMETRI�NOGO TWERDOGO

TELA POD DEJSTWIEM ODNOMERNOGO UPRAWLENIQ� REALIZUEMOGO �KOSOPOSTAW	

LENNYMI� REAKTIWNYMI DWIGATELQMI�

E�D� Sontag� H�J� Sussmann ���� RASPROSTRANILI �TOT REZULXTAT NA

SLU�AJ TELA S DWUMQ ODINAKOWYMI GLAWNYMI MOMENTAMI INERCII� w RA	

BOTE ���� TAKVE DOKAZANO� �TO TELO SO SFERI�ESKIM TENZOROM INERCII NE

MOVET BYTX STABILIZIROWANO NI PRI KAKOM RASPOLOVENII DWIGATELEJ�

REALIZU��IH ODNOMERNOE UPRAWLENIE�

a�m� kOWALEW� i�s� aBDALLA W RABOTE ���� ISSLEDOWALI STABILIZIRUE	

MOSTX RAWNOMERNYH WRA�ENIJ TWERDOGO TELA POD DEJSTWIEM ODNOMERNOGO

UPRAWLENIQ�

A� Astol�� A� Rapaport ���� POSTROILI FUNKCII OBRATNOJ SWQZI� RO	

BASTNO STABILIZIRU��IE TRIWIALXNOE RE�ENIE DINAMI�ESKIH URAWNENIJ

�JLERA� DLQ SLU�AQ DWUMERNOGO WEKTORA UPRAWLENIQ�

���� mODELIROWANIE SISTEMAMI SWQZANNYH TWERDYH TEL

oDNIM IZ OB�IH METODOW ISSLEDOWANIQ DINAMI�ESKIH SWOJSTW UPRU	

GIH SISTEM QWLQETSQ �METOD PROSTRANSTWENNOJ DISKRETIZACII� ���� S� ���	



��

����� sOGLASNO �TOMU METODU ISHODNYJ UPRUGIJ OB	EKT S BESKONE�NYM

�ISLOM STEPENEJ SWOBODY PREDSTAWLQETSQ W WIDE UPRO�ENNOJ SISTEMY SWQ	

ZANNYH TWERDYH TEL �sstt�� SOEDINENNYH MEVDU SOBOJ UPRUGIMI �AR	

NIRAMI�

w MONOGRAFII a�i� lURXE ���� S� ���	���� PRIWEDENY URAWNENIQ DWI	

VENIQ MEHANI�ESKIH SISTEM DOSTATO�NO OB�EGO WIDA� SOSTOQ�IH IZ AB	

SOL�TNO TWERDYH TEL I MATERIALXNYH TO�EK� w �ASTNOSTI� a�i� lURXE

PRIMENIL POLU�ENNYE IM URAWNENIQ DLQ IZU�ENIQ DWIVENIJ DEFORMIRU	

EMOGO TWERDOGO TELA ���� S� �����

w KA�ESTWE ODNOJ IZ RANNIH RABOT� W KOTOROJ ISPOLXZUETSQ MODELX

sstt WYDELIM RABOTU ��
�� w �TOJ RABOTE PREDLOVENA MODELX GIBKOJ

ISSLEDOWATELXSKOJ RAKETY W WIDE SISTEMY DWUH TWERDYH TEL� SWQZANNYH

UPRUGIM �ARNIROM� pOKAZANO� �TO PREDLOVENNAQ MODELX DOSTATO�NO HO	

RO�O SOGLASUETSQ S DANNYMI �KSPERIMENTA NA WSEJ TRAEKTORII DWIVENIQ�

W TO WREMQ KAK RAS�ETNYE DANNYE PO MODELI ABSOL�TNO TWERDOGO TELA

ZNA�ITELXNO OTLI�A�TSQ OT �KSPERIMENTALXNYH NA NEKOTORYH U�ASTKAH

TRAEKTORII�

iMEETSQ BOLX�OE KOLI�ESTWO RABOT� POSWQ�ENNYH ISSLEDOWANI� USTOJ	

�IWOSTI MODELEJ UPRUGIH OB	EKTOW� POLU�ENNYH METODOM PROSTRANSTWEN	

NOJ DISKRETIZACII� nE PRETENDUQ NA POLNOTU� WYDELIM OBZOR l�w� dOKU	

�AEWA ���� S� ���� ���	����� W KOTOROM PRIWEDEN RQD WAVNYH REZULXTATOW�

OTNOSQ�IHSQ K MODELQM UPRUGIH LETATELXNYH APPARATOW�

w�i� wOROTNIKOW ���� S� ���� RASSMOTREL ZADA�U STABILIZACII POLO	

VENIQ RAWNOWESIQ PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYM DLQ UPRAWLQEMOJ

MEHANI�ESKOJ SISTEMY W WIDE CEPI TWERDYH TEL� SWQZANNYH SFERI�ESKIMI

�ARNIRAMI�

pERE�ISLIM NEKOTORYE REZULXTATY dONECKOJ �KOLY MEHANIKI� OT	

NOSQ�IESQ K MODELIROWANI� TEHNI�ESKIH OB	EKTOW SISTEMAMI SWQZANNYH

TWERDYH TEL� p�w� hARLAMOW ���� PREDLOVIL FORMU ZAPISI URAWNENIJ

DWIVENIQ� KOTORAQ OKAZALASX WESXMA UDOBNOJ DLQ RE�ENIQ RQDA ZADA�



��

DINAMIKI sstt�

dLQ IZU�ENIQ IZGIBNYH KOLEBANIJ UPRUGOGO OB	EKTA i�a� bOLGRAB	

SKAQ� a�q� sAW�ENKO ���� PREDLOVILI MODELX STERVNQ W WIDE SISTEMY

TWERDYH TEL� SWQZANNYH UPRUGIMI UNIWERSALXNYMI �ARNIRAMI� w MO	

NOGRAFII ���� S� ��	���� ISSLEDOWANY NEOBHODIMYE� A TAKVE DOSTATO�NYE

USLOWIQ USTOJ�IWOSTI RAWNOMERNYH WRA�ENIJ SISTEMY n GIROSKOPOW lA	

GRANVA� iZU�ENO WLIQNIE MALOJ NESIMMETRII NA USTOJ�IWOSTX STACIO	

NARNYH DWIVENIJ ���� S� ���	�����

i�a� bOLGRABSKAQ ���� S� ��	���� ���� OPREDELILA ZNA�ENIE PARAMETRA

VESTKOSTI UPRUGOGO �ARNIRA� DLQ KOTOROGO URAWNENIQ DWIVENIQ sstt

PRI STREMLENII �ISLA TEL K BESKONE�NOSTI APPROKSIMIRU�T URAWNENIQ

MALYH KOLEBANIJ UPRUGIH STERVNEJ� �TI REZULXTATY OBOSNOWYWA�T WOZ	

MOVNOSTX MODELIROWANIQ NEPRERYWNOJ SISTEMY �UPRUGOGO STERVNQ� DIS	

KRETNOJ SISTEMOJ SWQZANNYH TWERDYH TEL PRI IZU�ENII MALYH KOLEBANIJ

OB	EKTA�

w STATXE w�s� eLFIMOWA� a�m� kOWALEWA ���� POSTROENA MATEMATI�ES	

KAQ MODELX MANIPULQTORA SO STRUKTUROJ KINEMATI�ESKOJ CEPI� SOSTAW	

LENNOJ IZ PROIZWOLXNOJ POSLEDOWATELXNOSTI KINEMATI�ESKIH PAR WRA�E	

NIQ I POSTUPATELXNOGO PEREME�ENIQ� nA OSNOWE �TOJ MODELI ISSLEDOWANA

ZADA�A GA�ENIQ KOLEBANIJ S POMO�X� WIBROGASITELEJ� w STATXE ���� OB	

OB�ENY REZULXTATY RABOTY ���� NA SLU�AJ KINEMATI�ESKOJ CEPI� IME�	

�EJ STRUKTURU DEREWA� A TAKVE DOPUSKA��EJ NALOVENIE KINEMATI�ESKIH

SWQZEJ�

cIKL RABOT ���� ��� POSWQ�EN MATEMATI�ESKOMU MODELIROWANI� KINE	

TI�ESKOGO NAKOPITELQ �NERGII �kn��� pREDLOVENNAQ MODELX kn� SOSTO	

IT IZ PQTI TWERDYH TEL� SWQZANNYH UPRUGIMI �ARNIRAMI� I U�ITYWAET

�FFEKTY� SWQZANNYE S BOLX�IMI PROGIBAMI NESU�IH WALOW�



��

��	� pROBLEMY MODELIROWANIQ WETRO�NERGETI�ESKIH USTANO


WOK

iSPOLXZOWANIE WETRO�NERGETI�ESKIH USTANOWOK STANOWITSQ WSE BOLEE

AKTUALXNYM W SWQZI S IH �KOLOGI�ESKOJ �ISTOTOJ I NEISPOLXZOWANIEM NE	

WOSPOLNIMYH PRIRODNYH RESURSOW ����� oDNAKO� KAK OTME�AETSQ W RABOTE

���� W NASTOQ�EE WREMQ �IROKOE ISPOLXZOWANIE �NERGII WETRA SDERVIWA	

ETSQ DOWOLXNO WYSOKOJ STOIMOSTX� �NERGII� WYRABATYWAEMOJ WETRO�NER	

GETI�ESKIMI USTANOWKAMI� nA POWY�ENIE �FFEKTIWNOSTI ISPOLXZOWANIQ

�NERGII WETRA NAPRAWLENY RQD NAU�NO	TEHNI�ESKIH PROGRAMM� NAPRIMER

pROGRAMMA PO ISSLEDOWANI� WETRODWIGATELEJ� OSNOWANNAQ dEPARTAMEN	

TOM �NERGII s�a �U�S� DOE� W ���
G� w RABOTE ��
� OTME�AETSQ� �TO ZA

PERIOD ���
	���� GODOW STOIMOSTX WETRODWIGATELEJ S DIAMETROM KOLESA

��	�� M SNIZILASX NA �� ZA S�ET OPTIMIZACII KONSTRUKCII I ULU��E	

NIQ TEHNOLOGII PROIZWODSTWA� oPTIMIZACIQ PARAMETROW KONSTRUKCII DO	

STIGAETSQ PRIMENENIEM �ISLENNYH �KSPERIMENTOW NAD MATEMATI�ESKIMI

MODELQMI� U�ITYWA��IMI KAK A�RODINAMIKU WETROKOLESA� TAK I PRO�	

NOSTNYE SWOJSTWA MATERIALOW ����

a�RODINAMI�ESKIJ RAS�ET WETRQNYH DWIGATELEJ BAZIRUETSQ NA IM	

PULXSNOJ TEORII g�h� sABININA� OSNOWNYE POLOVENIQ KOTOROJ OPISANY W

RABOTE ����� k�p� wA�KEWI� ZAME�AET ���� S� ���� �TO IMPULXSNAQ TEORIQ

WETRQNYH DWIGATELEJ g�h� sABININA RASKRYWAET FIZI�ESKU� KARTINU

RABOTY WETROKOLESA� I W TO VE WREMQ REZULXTATY� POLU�ENNYE PO �TOJ

TEORII� DOSTATO�NO HORO�O SOGLASU�TSQ S DANNYMI �KSPERIMENTA�

s�b� pERLI W MONOGRAFII ���� S� ��� OTME�AET� �TO W SWQZI S OTNO	

SITELXNO BOLX�IMI UGLOWYMI SKOROSTQMI W BYSTROHODNYH WETROKOLESAH

WOZNIKA�T BOLX�IE CENTROBEVNYE SILY� �TO WYZYWAET POWY�ENNYE TRE	

BOWANIQ KAK K PRO�NOSTI� TAK I K KA�ESTWU BALANSIROWKI WETROKOLES� pRI

DOSTATO�NO BOLX�OJ SKOROSTI WETRA WETROKOLESO SO SRAWNITELXNO MALOJ

STATI�ESKOJ NEURAWNOWE�ENNOSTX� SOZDAET MENQ��EESQ PO NAPRAWLENI�
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USILIE NA WAL� SRAWNIMOE S WESOM LOPASTEJ� KOTOROE MOVET PRIWESTI K RE	

ZONANSU HWOSTA I DRUGIH �ASTEJ KONSTRUKCII� dLQ OGRANI�ENIQ UGLOWOJ

SKOROSTI WETROKOLESA WO MNOGIH WETRODWIGATELQH PRIMENQETSQ AWTOMATI	

�ESKIJ REGULQTOR TIPA uFIMCEWA 	 wET�INKINA ���� S� ����� IZMENQ��IJ

UGOL USTANOWKI LOPASTEJ W ZAWISIMOSTI OT SKOROSTI WETRA�

w RABOTE ��� WYDELQ�TSQ OSNOWNYE FAKTORY� WLIQ��IE NA SNIVE	

NIE STOIMOSTI WETRODWIGATELEJ� uKAVEM NEKOTORYE IZ NIH� PRIMENENIE

GIBKIH UPRUGIH NESU�IH BA�EN S CELX� SNIVENIQ WESA KONSTRUKCII I

POWY�ENIQ WYSOTY RASPOLOVENIQ WALA WETROKOLESA� ISPOLXZOWANIE GIB	

KIH LOPASTEJ S MALOJ VESTKOSTX� DLQ UMENX�ENIQ WESA WETROKOLESA I

NAGRUZOK NA WAL� INDIWIDUALXNOE UPRAWLENIE UGLOM USTANOWKI KAVDOJ

LOPASTI DLQ POWY�ENIQ KO�FFICIENTA ISPOLXZOWANIQ �NERGII WETRA I

�SMQG�ENIQ� NAGRUZOK�

���� wYWODY

iSHODQ IZ PRIWEDENNOGO OBZORA SDELAEM SLEDU��IE WYWODY�

�� sWOJSTWO UPRAWLQEMOSTI NELINEJNOJ AWTONOMNOJ SISTEMY NE QWLQET	

SQ DOSTATO�NYM DLQ EE STABILIZIRUEMOSTI S POMO�X� STACIONARNOJ

OBRATNOJ SWQZI �PRI OBY�NOM OPREDELENII RE�ENIJ ZAMKNUTOJ SIS	

TEMY� A TAKVE PRI OPREDELENII PO a�f� fILIPPOWU��

�� pOISK DOPOLNITELXNYH USLOWIJ� DOSTATO�NYH DLQ STABILIZIRUEMOS	

TI �IROKIH KLASSOW SISTEM� QWLQETSQ AKTUALXNOJ PROBLEMOJ SOWRE	

MENNOJ TEORII UPRAWLENIQ� PRIWLEKA��EJ WNIMANIE KRUPNEJ�IH

SPECIALISTOW� nE RE�EN WOPROS O NEASIMPTOTI�ESKOJ STABILIZIRUE	

MOSTI PROIZWOLXNOJ UPRAWLQEMOJ SISTEMY �OTWET NA WOPROS PREDPO	

LAGAET UKAZANIE KLASSA OBRATNYH SWQZEJ��

�� mETOD FUNKCIJ TIPA lQPUNOWA QWLQETSQ MO�NYM METODOM ISSLE	

DOWANIQ KAK UPRAWLQEMOSTI� TAK I STABILIZIRUEMOSTI NELINEJNYH



��

SISTEM �W TOM �ISLE OTNOSITELXNO �ASTI PEREMENNYH��

�� w ZADA�E O STABILIZACII PO �ASTI PEREMENNYH ODNOJ IZ OSNOWNYH

PROBLEM QWLQETSQ RAZRABOTKA KONSTRUKTIWNYH SPOSOBOW POSTROENIQ

STABILIZIRU��IH OBRATNYH SWQZEJ� �TO KASAETSQ KAK DOSTATO�NO

OB�IH� TAK I KONKRETNYH SISTEM�

�� w ZADA�AH O STABILIZACII DWIVENIQ TWERDOGO TELA OKOLO CENTRA MASS

S POMO�X� REAKTIWNYH DWIGATELEJ OSTALISX NEISSLEDOWANNYMI PO	

STANOWKI O STABILIZACII POLOVENIQ RAWNOWESIQ PO �ASTI KOORDINAT

WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI I WEKTORA ORIENTACII POSREDSTWOM DWU	

MERNOGO UPRAWLENIQ�

�� dINAMIKA SISTEM SWQZANNYH TWERDYH TEL �sstt� �FFEKTIWNO IS	

POLXZUETSQ PRI MATEMATI�ESKOM MODELIROWANII SLOVNYH UPRUGIH

OB	EKTOW SOWREMENNOJ TEHNIKI� pO�TOMU PREDSTAWLQETSQ CELESOOB	

RAZNYM PRIMENENIE MODELEJ NA OSNOWE sstt DLQ ISSLEDOWANIQ RA	

BO�IH REVIMOW WETRO�NERGETI�ESKIH USTANOWOK� tAKIE MODELI POZWO	

LQT U�ITYWATX PODATLIWOSTX KONSTRUKCII� �TO NEOBHODIMO W SWQZI

S ZADA�AMI SNIVENIQ MASSOWYH �STOIMOSTNYH� HARAKTERISTIK WET	

ROUSTANOWOK BEZ U�ERBA IH NADEVNOSTI�



��

razdel II

metodika issledowanij

����mETOD ORIENTIROWANNYH MNOGOOBRAZIJ W TEORII UPRAW


LQEMOSTI

pUSTX ZADANA AWTONOMNAQ SISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S

UPRAWLENIEM�

�x � f�x�u�� x � D � Rn� u � U� Rm� �����

GDE x � �x�� x�� ���� xn�T  FAZOWYJ WEKTOR SISTEMY� u � �u�� u�� ���� um�T

 WEKTOR UPRAWLENIQ� pREDPOLAGAETSQ� �TO FUNKCIQ f NEPRERYWNO DIF	

FERENCIRUEMA W D � U� D  OBLASTX S GLADKOJ GRANICEJ� U  ZAMK	

NUTAQ OBLASTX� w KA�ESTWE DOPUSTIMYH UPRAWLENIJ DLQ SISTEMY �����

RASSMATRIWA�TSQ OGRANI�ENNYE IZMERIMYE FUNKCII WREMENI u � u�t��

PRINIMA��IE ZNA�ENIQ W MNOVESTWE U� sISTEMA ����� RASSMATRIWAETSQ

NA PROMEVUTKE WREMENI I � �
��	��

dLQ ISSLEDOWANIQ UPRAWLQEMOSTI NELINEJNYH AWTONOMNYH SISTEM

a�m� kOWAL�EWYM BYL PREDLOVEN METOD ORIENTIROWANNYH MNOGOOBRAZIJ

���� ���� sFORMULIRUEM OPREDELENIQ DOSTIVIMOSTI I UPRAWLQEMOSTI ����

S� �	����

oPREDELENIE ���� tO�KA x� NAZYWAETSQ DOSTIVIMOJ IZ TO�KI x�

W OBLASTI D� ESLI SU�ESTWU�T �ISLO T � 
 I DOPUSTIMOE UPRAWLENIE

u � �
� T � � U� DLQ KOTORYH SISTEMA ����� IMEET RE�ENIE x � �
� T � � D�

UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM x�
� � x�� x�T � � x��

oPREDELENIE ���� sISTEMA ����� NAZYWAETSQ UPRAWLQEMOJ W OBLAS�

TI D� ESLI DLQ L�BYH x��x� � D TO�KA x� QWLQETSQ DOSTIVIMOJ IZ x� W

OBLASTI D�

oPREDELENIE ���� mNOVESTWO WSEH TO�EK� DOSTIVIMYH IZ TO�KI

x � D� BUDEM NAZYWATX POLOVITELXNOJ ORBITOJ TO�KI x I OBOZNA�ATX



��

Or�fxg� mNOVESTWO WSEH TO�EK� IZ KOTORYH DOSTIVIMA TO�KA x � D�

BUDEM NAZYWATX OTRICATELXNOJ ORBITOJ Or�fxg TO�KI x�

oPREDELENIE ���� mNOVESTWO K 
 D NAZYWAETSQ ORIENTIROWAN�

NYM OTNOSITELXNO SISTEMY ������ ESLI ONO OBLADAET SLEDU��IMI SWOJST	

WAMI� K � Or�K ILI K � Or�K� GDE

Or�K �
�
x�K

Or�fxg� Or�K �
�
x�K

Or�fxg�

iMEET MESTO SLEDU��AQ TEOREMA OB UPRAWLQEMOSTI�

tEOREMA ���� ���� sISTEMA ����� UPRAWLQEMA W OBLASTI D TOGDA

I TOLXKO TOGDA� KOGDA OTSUTSTWU�T ORIENTIROWANNYE OTNOSITELX�

NO SISTEMY MNOGOOBRAZIQ K S DIFFERENCIRUEMOJ GRANICEJ� TAKIE �TO

K �� !� K �� D�

uSLOWIE ORIENTIROWANNOSTI MNOGOOBRAZIQ K OZNA�AET� �TO DLQ WSQ	

KOGO u � U WEKTORY SKOROSTI f�x�u� W TO�KAH GRANICYK NAPRAWLENY WO

WNE�NOSTX MNOGOOBRAZIQ �ESLI K � Or�K�� LIBO WO WNUTRENNOSTX �ESLI

K � Or�K��

pUSTX GRANICA 	K MNOGOOBRAZIQ K OPREDELQETSQ URAWNENIQMI

Vi�x� � 
 ����� A KASATELXNAQ PLOSKOSTX W TO�KE x� � 	K  URAWNENI	

QMI �
x� x��rxVi�x��

�
� 
� i � �� n � s�

GDE SKOBKA
�
�� �
�
OBOZNA�AET SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW�

rx �
� 	

	x�
� ����

	

	xn

�T
�

�ISLO s � � � s � n HARAKTERIZUET RAZMERNOSTX MNOGOOBRAZIQ� FUNK	

CII Vi�x� PREDPOLAGA�TSQ NEPRERYWNO	DIFFERENCIRUEMYMI W D� pUSTX

WNUTRENNOSTX MNOGOOBRAZIQK OPREDELQETSQ USLOWIEM V��x� � 
� PRI �TOM

DOLVNY WYPOLNQTSQ RAWENSTWA V��x� � ��� � Vn�s�x� � 
� tOGDA DLQ WSEH

u � U IZ USLOWIQ ORIENTIROWANNOSTI SLEDUET
�
f�x��u��rxV��x��

�
� 
��

f�x��u��rxVi�x��
�
� 
� �i � �� n � s�� LIBO

�
f �x��u��rxV��x��

�
� 
�



��

�
f�x��u��rxVi�x��

�
� 
� uKAZANNYE SOOTNO�ENIQ MOGUT BYTX ZAPISANY

SLEDU��IM OBRAZOM �����

�
f �x�u��rxVi�x�

�
�

n��X
j��


ij�x�u�Vj�x� �Gi�x�u�� �x�u� � D �U� �����

G� � 
� G� � ��� � Gn�� � 
� i � �� n� ��

GDE 
ij�x�u�� G��x�u�  NEPRERYWNYE W D �U FUNKCII�

tAKIM OBRAZOM� KRITERIJ UPRAWLQEMOSTI SISTEMY ����� MOVET BYTX

SFORMULIROWAN W TERMINAH OTSUTSTWIQ ZNAKOPEREMENNYH RE�ENIJ Vi�x�

U SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZWODNYH ������

tEOREMA �������� sISTEMA ����� UPRAWLQEMA W D TOGDA I TOLXKO

TOGDA� KOGDA SISTEMA URAWNENIJ ����� NE IMEET W OBLASTI D RE�ENIJ

Vi�x� � C��D�� i � �� n � �� OPREDELQEMYH ZNAKOPEREMENNYMI FUNKCI�

QMI� DLQ L�BYH FUNKCIJ 
ij � C�D � U� I ZNAKOPOSTOQNNOJ FUNKCII

G� � C�D �U��

���� iSSLEDOWANIE DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S RAZRYW


NOJ PRAWOJ �ASTX� PO a�f� fILIPPOWU

rASSMOTRIM SISTEMU OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

�x � f�t�x�� �����

GDE FUNKCIQ f OPREDELENA W NEKOTOROJ OBLASTI G 
 Rn��� kAK IZWESTNO

���� S� ��� W SLU�AE RAZRYWNOJ FUNKCII f KLASSI�ESKIE RE�ENIQ SISTE	

MY ����� MOGUT SU�ESTWOWATX NE PRI WSEH NA�ALXNYH ZNA�ENIQH �t��x�� � G�

kROME TOGO� OGRANI�ENNYE KLASSI�ESKIE RE�ENIQ MOGUT BYTX NEPRODOL	

VAEMYMI DO GRANICY OBLASTI G� �TOBY OBESPE�ITX SU�ESTWOWANIE I

WOZMOVNOSTX PRODOLVENIQ RE�ENIJ NEOBHODIMO WWESTI OBOB�ENNOE PONQ	

TIE RE�ENIQ� PRIMENIMOE I W SLU�AE RAZRYWNOJ FUNKCII f � pRIWEDEM



�


OPREDELENIE RE�ENIQ SISTEMY ����� PO a�f� fILIPPOWU ���� S� �
�� ����

S� �
��

oPREDELENIE ��	�rE�ENIEM SISTEMY ����� NA POLUINTERWALE �t�� T ��

T � �	� NAZYWAETSQ ABSOL�TNO NEPRERYWNAQ NA �t�� T � FUNKCIQ x�t�� KO	

TORAQ PO�TI WS�DU NA �t�� T � UDOWLETWORQET DIFFERENCIALXNOMU WKL��E	

NI��

�x�t� � coH�t�x�t��� �����

GDE DLQ KAVDYH �t�x� � G MNOVESTWO H�t�x� QWLQETSQ MNOVESTWOM WSEH

PREDELXNYH ZNA�ENIJ FUNKCII f �t��x�� PRI �t��x�� � �t�x�� DOPOLNEN	

NYM ZNA�ENIEM f�t�x�� coH�t�x� WYPUKLAQ OBOLO�KA MNOVESTWAH�t�x�

�NAIMENX�EE WYPUKLOE MNOVESTWO� SODERVA�EE H�t�x���

o�EWIDNO� �TO WSQKOE KLASSI�ESKOE RE�ENIE SISTEMY ����� QWLQETSQ

RE�ENIEM W SMYSLE OPREDELENIQ ���� kROME TOGO� W SLU�AE NEPRERYWNOS	

TI f �t�x� OPREDELENIE ��� �KWIWALENTNO KLASSI�ESKOMU OPREDELENI� RE	

�ENIQ SISTEMY OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� w OB�EM

SLU�AE DLQ ISSLEDOWANIQ SWOJSTW RE�ENIJ WKL��ENIQ ����� NEOBHODIMO

WWESTI RQD OPREDELENIJ �����

pUSTX A� B  NEPUSTYE ZAMKNUTYE MNOVESTWA W PROSTRANSTWE Rn�

bLIZOSTX MNOVESTW A I B HARAKTERIZUETSQ �ISLAMI �� ��

��A�B� � sup
a�A

inf
b�B

ja� bj� ��B�A� � sup
b�B

inf
a�A

ja� bj�

��A�B� � maxf��A�B�� ��B�A�g�

eSLI A I B  OGRANI�ENNYE MNOVESTWA� TO �TI �ISLA KONE�NY� �ISLO

��A�B� NAZYWAETSQ OTKLONENIEM MNOVESTW A I B PO hAUSDORFU�

bUDEM GOWORITX� �TO W OBLASTIG ZADANA MNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ F �p��

ESLI KAVDOMU p � G POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE MNOVESTWO F �p� � Rn�

oPREDELENIE ���� ���� S� ��� mNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ F �p�� NAZYWA	

ETSQ � � NEPRERYWNOJ W TO�KE p� ESLI ��F �p��� F �p�� � 
 PRI p� � p�

fUNKCIQ F �p� NAZYWAETSQ � 	 NEPRERYWNOJ W OBLASTI G� ESLI ONA � 	

NEPRERYWNA W KAVDOJ TO�KE �TOJ OBLASTI�



�	

oPREDELENIE ���� ���� S� ��� mNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ F �p�� NAZY	

WAETSQ � � NEPRERYWNOJ �ILI POLUNEPRERYWNOJ SWERHU� W TO�KE p� ESLI

��F �p��� F �p��� 
 PRI p� � p� fUNKCIQ F �p� NAZYWAETSQ � 	 NEPRERYW	

NOJ W OBLASTI G� ESLI ONA � 	 NEPRERYWNA W KAVDOJ TO�KE �TOJ OBLASTI�

pOSKOLXKU WSEGDA ��A�B� � ��A�B�� TO IZ � � NEPRERYWNOSTI MNO�

GOZNA�NOJ FUNKCII SLEDUET EE � � NEPRERYWNOSTX� w TEORII DIFFERENCI	

ALXNYH WKL��ENIJ IMEET MESTO TEOREMA O WYDELENII ODNOZNA�NYH WETWEJ

�SELEKTOROW� MNOGOZNA�NYH FUNKCIJ�

tEOREMA ���� ���� S� ��� pUSTX DLQ KAVDOGO p � E MNOVESTWO

A�p� � Rn NE PUSTO� ZAMKNUTO� WYPUKLO� tOGDA SU�ESTWUET ODNOZNA��

NAQ FUNKCIQ f�p� � A�p�� NEPRERYWNAQ� ESLI FUNKCIQ A�p� � �� NEPRE�

RYWNAQ�

dLQ ISSLEDOWANIQ SWOJSTW MNOGOZNA�NYH FUNKCIJ SFORMULIRUEM SLE	

DU��U� LEMMU�

lEMMA ���� ���� S� ��� pUSTX f�p� 	 OGRANI�ENNAQ ODNOZNA�NAQ

FUNKCIQ� p � G� f�p� � R
n� dLQ KAVDOGO p� � G PUSTX H�p�� 	

MNOVESTWO WSEH PREDELXNYH ZNA�ENIJ FUNKCII f �p� PRI p � p�� DO�

POLNENNOE ZNA�ENIEM f �p�� W SLU�AE p� � G� tOGDA FUNKCII H�p� I

F �p� � coH�p� QWLQ�TSQ � � NEPRERYWNYMI�

oPREDELENIE ��� ���� S� �
� bUDEM GOWORITX� �TO MNOGOZNA�NAQ

FUNKCIQ F �t�x� W OBLASTI G UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM� ESLI

PRI WSEH �t�x� � G MNOVESTWO F �t�x�  NEPUSTOE� OGRANI�ENNOE� ZAMK	

NUTOE� WYPUKLOE I FUNKCIQ F � 	 NEPRERYWNA�

eSLI PRAWAQ �ASTX ����� UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM W OBLASTI

G� TO �EREZ KAVDU� TO�KU �t��x�� � G PROHODIT RE�ENIE DIFFERENCI	

ALXNOGO WKL��ENIQ ������ I KAVDOE RE�ENIE WKL��ENIQ ������ PROHODQ�EE

WNUTRI ZAMKNUTOJ OGRANI�ENNOJ OBLASTI D � G� MOVNO PRODOLVITX W

OBE STORONY DO WYHODA NA GRANICU D ���� S� �
	���� iZ LEMMY ��� SLEDUET�

�TO DLQ WSQKOJ LOKALXNO	OGRANI�ENNOJ W G FUNKCII f�t�x� PRAWAQ �ASTX

WKL��ENIQ ����� UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM� A ZNA�IT� DLQ KAVDOJ



��

TO�KI �t��x�� � G SU�ESTWUET �WOOB�E GOWORQ� NEEDINSTWENNOE� RE�ENIE

x�t� ZADA�I kO�I ������ x�t�� � x�� KOTOROE MOVET BYTX PRODOLVENO DO

WYHODA NA GRANICU G ILI NEOGRANI�ENNO�

pUSTX x � ��t�  RE�ENIE SISTEMY ������ OPREDELENNOE NA POLUIN	

TERWALE t � �t���	�� dLQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ IME�TSQ DWA TI	

PA USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ ��t�� SILXNAQ USTOJ�IWOSTX �ILI USTOJ�IWOSTX

PO lQPUNOWU� I SLABAQ USTOJ�IWOSTX ���� S� ����� pRIWEDEM ISPOLXZUE	

MOE W DALXNEJ�EM OPREDELENIE USTOJ�IWOSTI PO lQPUNOWU DLQ SISTEMY

DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ�

oPREDELENIE ���� ���� S� ���� rE�ENIE x � ��t� SISTEMY ����� BU	

DEM NAZYWATX USTOJ�IWYM� ESLI DLQ WSQKOGO � � 
 SU�ESTWUET TAKOE

� � 
� �TO KAVDOE RE�ENIE "x�t� DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ����� S

NA�ALXNYM USLOWIEM j"x�t�� � ��t��j � � SU�ESTWUET PRI WSEH t � t� I

UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

j"x�t�� ��t�j � �� t � �t���	��

eSLI� KROME TOGO� WYPOLNQETSQ USLOWIE j"x�t����t�j � 
 PRI t� �	� TO

RE�ENIE x � ��t� NAZYWAETSQ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWYM�

dLQ FUNKCII V �t�x� � C��G� OPREDELIM WERHN�� PROIZWODNU� W

SILU WKL��ENIQ ������

�V ��t�x� �
	V �t�x�

	t
� sup

p�coH�t�x�

�
rxV �t�x��p

�
� �����

oPREDELENIE ����� ���� s� ��� bUDEM GOWORITX� �TO FUNKCIQ a �

�
��	� � �
��	� PRINADLEVIT KLASSU K FUNKCIJ hANA� ESLI a�r� 	

NEPRERYWNAQ� STROGO WOZRASTA��AQ FUNKCIQ� PRI�EM a�
� � 
�

iMEET MESTO SLEDU��AQ TEOREMA OB USTOJ�IWOSTI RE�ENIJ� RASPRO	

STRANQ��AQ TEOREMY a�m� lQPUNOWA ���� S� ��� ��� NA SLU�AJ SISTEM DIF	

FERENCIALXNYH WKL��ENIJ�

tEOREMA ���� ���� S� ���� pUSTX D � f�t�x� � t� � t � 	� jxj � ��g�

PRAWAQ �ASTX WKL��ENIQ ���
� UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM W ZA�



��

MKNUTOJ OBLASTI D� � � coH�t���� I SU�ESTWUET FUNKCIQ V �t�x� KLAS�

SA C��D�� DLQ KOTOROJ

V �t��� � 
� V �t�x� � ���jxj�� �� � K�

tOGDA�

�� eSLI �V ��t�x� � 
 W D� TO RE�ENIE x�t� � � SISTEMY ����� USTOJ�

�IWO�

�� eSLI �V ��t�x� � ����jxj�� V �t�x� � ���jxj�� �t�x� � D� ��� �� � K TO

RE�ENIE x�t� � � ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO�

dLQ ISSLEDOWANIQ PREDELXNOGO POWEDENIQ RE�ENIJ AWTONOMNYH SIS	

TEM S RAZRYWNOJ PRAWOJ �ASTX� MOVET BYTX ISPOLXZOWAN PRINCIP IN	

WARIANTNOSTI� KOTORYJ DOKAZAN W STATXE ���� DLQ SISTEMY DIFFERENCI	

ALXNYH WKL��ENIJ� IME��EJ NEGLADKU� FUNKCI� lQPUNOWA� pUSTX SIS	

TEMA ����� AWTONOMNA� TOGDA� O�EWIDNO� SISTEMA ����� TAKVE AWTONOMNA�

coH�t�x� � F �x��

oPREDELENIE ����� ���� S� ��� tO�KA q � Rn NAZYWAETSQ �PREDELXNOJ

DLQ RE�ENIQ x � ��t� SISTEMY ������ OPREDELENNOGO PRI WSEH t � t�� ESLI

SU�ESTWUET TAKAQ POSLEDOWATELXNOSTX t� � t� � t� � ���� STREMQ�AQSQ K

	� �TO ��tn�� q PRI n�	�mNOVESTWO WSEH 	PREDELXNYH TO�EK RE�E	

NIQ ��t� NAZYWAETSQ �PREDELXNYM MNOVESTWOM RE�ENIQ I OBOZNA�AETSQ

#����

eSLI RE�ENIE x � ��t� OGRANI�ENO� TO MNOVESTWO #��� NE PUSTO�

OGRANI�ENO I OBLADAET SLEDU��IM SWOJSTWOM ���� S� ����

����t��#���� � inf
y�	���

j��t�� yj � 
 PRI t� �	� �����

oPREDELENIE ����� ���� mNOVESTWO M NAZYWAETSQ SLABO � INWARI�

ANTNYM DLQ SISTEMY ������ ESLI �EREZ KAVDU� TO�KU x� � M PROHODIT

NEPRODOLVAEMOE RE�ENIE SISTEMY ������ SODERVA�EESQ W M �



��

dLQ AWTONOMNOJ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ MNOVESTWO

#��� WSEGDA QWLQETSQ SLABO	INWARIANTNYM ���� S� ���� eSLI DLQ AWTO	

NOMNOJ SISTEMY ����� SU�ESTWUET DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ lQPUNO	

WA V �x�� OBLADA��AQ ZNAKOOTRICATELXNOJ WERHNEJ PROIZWODNOJ ������ TO

PRINCIP INWARIANTNOSTI� DOKAZANNYJ W ���� DLQ OB�EGO SLU�AQ NEDIF	

FERENCIRUEMYH FUNKCIJ lQPUNOWA� MOVET BYTX SFORMULIROWAN SLEDU�	

�IM OBRAZOM�

tEOREMA ��	� ���� pREDPOLOVIM� �TO SISTEMA ���
� AWTONOMNA I

SU�ESTWUET NEPRERYWNO�DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ V �x� � Rn � �
�	��

UDOWLETWORQ��AQ NERAWENSTWU �V ��x� � 
� pUSTX ��t� 	 OGRANI�ENNOE

RE�ENIE SISTEMY ���
�� OPREDELENNOE PRI t � t� I UDOWLETWORQ��EE NA�

�ALXNOMU USLOWI� ��t�� � x�� x� � Ll � fx � R
n � V �x� � lg PRI

NEKOTOROM l � 
�

tOGDA #��� 
 M � GDE M 	 NAIBOLX�EE SLABO�INWARIANTNOE POD�

MNOVESTWO MNOVESTWA ZV � Ll�

ZV � fx � R
n � �V ��x� � 
g�

iZ TEOREMY ��� I SWOJSTWA ����� SLEDUET� �TO ESLI DLQ AWTONOMNOJ

SISTEMY SU�ESTWUET FUNKCIQ lQPUNOWA V �x�� UDOWLETWORQ��AQ USLOWI�

� TEOREMY ���� I MNOVESTWO ZV NE SODERVITNEPRODOLVAEMYH TRAEKTORIJ�

ZA ISKL��ENIEM x � �� TO TRIWIALXNOE RE�ENIE WKL��ENIQ ����� ASIMP	

TOTI�ESKI USTOJ�IWO� �tRAEKTORIEJ DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ �����

NAZYWAETSQ TO�KA ILI LINIQ W PROSTRANSTWE x� OPREDELQEMAQ WEKTOR	

FUNKCIEJ x � ��t�� KOTORAQ QWLQETSQ RE�ENIEM WKL��ENIQ ����� ����

S� ����� tAKIM OBRAZOM� UTWERVDENIE TEOREMY e�a� bARBA�INA 	n�n� kRA	

SOWSKOGO ���� S� ���� PERENOSITSQ NA AWTONOMNYE SISTEMY S RAZRYWNOJ

PRAWOJ �ASTX�� ESLI W KA�ESTWE PROIZWODNOJ FUNKCII lQPUNOWA W SILU

SISTEMY ISPOLXZOWATX WERHN�� PROIZWODNU� �V ��x��
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���� aSIMPTOTI�ESKAQ USTOJ�IWOSTX PO FORMAM KONE�NOGO

PORQDKA

uSTOJ�IWOSTX PO PERWOMU PRIBLIVENI�� rASSMOTRIM SISTEMU

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WOZMU�ENNOGO DWIVENIQ

�x � Ax�R�x�� �����

GDE x � �x�� x�� ���� xn�T  FAZOWYJ WEKTOR SISTEMY� A  WE�ESTWENNAQ

n � n	MATRICA S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI� R�x�  WE�ESTWENNAQ

ANALITI�ESKAQ W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI NULQ FUNKCIQ� RAZLOVENIE KO	

TOROJ W RQD mAKLORENA NA�INAETSQ �LENAMI NE NIVE WTOROGO PORQDKA�

sFORMULIRUEM TEOREMU a�m� lQPUNOWA OB USTOJ�IWOSTI TRIWIALXNOGO

RE�ENIQ x�t� � � SISTEMY ����� PO PERWOMU PRIBLIVENI��

tEOREMA ���� ���� S� ��	��� pUSTX f
jgnj�� 	 KORNI HARAKTERISTI�

�ESKOGO URAWNENIQ det�A� 
I� � 
 SISTEMY LINEJNOGO PRIBLIVENIQ�

�� eSLI Re
j � 
 DLQ WSEH KORNEJ HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ�

TO RE�ENIE x�t� � � SISTEMY ����� ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO PO

lQPUNOWU� KAKOWY BY NI BYLI NELINEJNYE �LENY W URAWNENIQH ������

�� eSLI Re
j � 
 DLQ NEKOTOROGO KORNQ 
j� TO TRIWIALXNOE RE�ENIE

NEUSTOJ�IWO PRI L�BOM WYBORE NELINEJNYH �LENOW SISTEMY ������

�� eSLI Re
j � 
 DLQ WSEH KORNEJ HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ� I

SU�ESTWU�T KORNI 
i� DLQ KOTORYH Re
i � 
� TO RE�ENIE x�t� � �

MOVET BYTX KAK USTOJ�IWYM� TAK I NEUSTOJ�IWYM� W ZAWISIMOS�

TI OT NELINEJNYH �LENOW SISTEMY �����

tAKIM OBRAZOM� WSE SLU�AI� WOZNIKA��IE PRI ISSLEDOWANII USTOJ	

�IWOSTI TRIWIALXNOGO RE�ENIQ SISTEMY WIDA ����� MOVNO RAZBITX NA DWE

KATEGORII ���� S� ���� NA NEKRITI�ESKIE SLU�AI �USLOWIQ � I � TEOREMY

����� KOGDA ZADA�A OB USTOJ�IWOSTI RE�AETSQ URAWNENIQMI PERWOGO PRI	
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BLIVENIQ� I NA KRITI�ESKIE SLU�AI �USLOWIE ��� KOGDA NEOBHODIMO RAS	

SMOTRENIE �LENOW PORQDKA WY�E PERWOGO� zAPI�EM HARAKTERISTI�ESKOE

URAWNENIE SISTEMY ������

P �
� � det�A� 
I� � c�
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c� c� c
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dLQ PROWERKI USLOWIQ � TEOREMY ���� OBESPE�IWA��EGO ASIMPTOTI�ESKU�

USTOJ�IWOSTX TRIWIALXNOGO RE�ENIQ SISTEMY ������ MOVET BYTX ISPOLX	

ZOWAN KRITERIJ lXENARA	�IPARA�

tEOREMA ���� �kRITERIJ lXENARA	�IPARA ���� S� �
��� nEOBHODI�

MYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ DLQ TOGO� �TOBY WE�ESTWENNYJ MNOGO�LEN
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� � c�
n� c�
n��� ���� cn �c� � 
� IMEL WSE KORNI S OTRICATELXNYMI
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iSSLEDOWANIE USTOJ�IWOSTI W KRITI�ESKOM SLU�AE q PAR �IS


TO MNIMYH KORNEJ S POMO�X� PRINCIPA SWEDENIQ� pREDPOLOVIM�

�TO HARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE ����� IMEET q PAR �ISTO MNIMYH KOR	

NEJ �ik� k � �� q� A TAKVE p � n� �q KORNEJ S OTRICATELXNYMI WE�EST	

WENNYMI �ASTQMI� pREDPOLOVIM TAKVE� �TO SREDI �ISTO MNIMYH KORNEJ
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ILI NET KRATNYH� ILI PRI NALI�II KRATNYH IM SOOTWETSTWU�T PROSTYE

�LEMENTARNYE DELITELI� tOGDA SISTEMA ����� NEWYROVDENNYM LINEJNYM

PREOBRAZOWANIEM PRIWODITSQ K SLEDU��EMU WIDU�
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dALEE RASSMOTRIM UKORO�ENNU� SISTEMU� KOTORAQ SODERVIT TOLXKO
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GDE X �m�
k ����� � "X

�m�
k �������� Y
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k ����� � "Y
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g�w� kAMENKOWU PRINADLEVIT DOKAZATELXSTWO SLEDU��EJ TEOREMY�

IZWESTNOJ KAK �PRINCIP SWEDENIQ��

tEOREMA ��� ���� S� ��� eSLI DLQ UKORO�ENNOJ SISTEMY ������ PO�

STROENY FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE TEOREME a�m� lQPUNOWA OB ASIMP�

TOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI ���� S� ���� ILI FUNKCII� UDOWLETWORQ��IE

TEOREME n�g� �ETAEWA O NEUSTOJ�IWOSTI ���� S� ���� PRI�EM ZNAK PROIZ�

WODNYH �TIH FUNKCIJ OPREDELQETSQ SUMMOJ FORM DO N�GO PORQDKA WKL��

�ITELXNO PRAWYH �ASTEJ SISTEMY ������ NEZAWISIMO OT FORM BOLEE WY�

SOKOGO PORQDKA� TO DLQ SISTEMY ����� TAKVE MOGUT BYTX POSTROENY

TAKIE FUNKCII�

w �ASTNOSTI� ESLI TRIWIALXNOE RE�ENIE SISTEMY ������ ASIMPTO�

TI�ESKI USTOJ�IWO� NEZAWISIMO OT FORM X
�m�
k � Y

�m�
k PORQDKA WY�E N �

TO TRIWIALXNOE RE�ENIE SISTEMY ����� �I SISTEMY ������ ASIMPTOTI�

�ESKI USTOJ�IWO�

sLU�AI� KOGDA ZADA�A OB USTOJ�IWOSTI RE�AETSQ FORMAMI KONE�NOGO

PORQDKA N � NAZYWA�TSQ ALGEBRAI�ESKIMI ILI NESU�ESTWENNO OSOBENNY�

MI SLU�AQMI ���� S� ���� W OTLI�IE OT TRANSCENDENTNYH ILI SU�ESTWENNO

OSOBENNYH SLU�AEW� KOGDA DLQ RE�ENIQ ZADA�I USTOJ�IWOSTI NEOBHODIMO

PRIWLEKATX WS� PRAWU� �ASTX SISTEMY ������ iTAK� W NESU�ESTWENNO OSO	

BENNYH SLU�AQH ISSLEDOWANIE USTOJ�IWOSTI SISTEMY ����� PO TEOREME ���

SWODITSQ K ISSLEDOWANI� USTOJ�IWOSTI UKORO�ENNOJ SISTEMY ������ PO

FORMAM KONE�NOGO PORQDKA�

pRIWEDENIE UKORO�ENNOJ SISTEMY K NORMALXNOJ FORME� pE	

REJDEM W UKORO�ENNOJ SISTEME ������ K KOMPLEKSNO	SOPRQVENNYM PEREMEN	

NYM�
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��

w REZULXTATE POLU�IM SLEDU��U� SISTEMU�

�zs � iszs �
P�
l�� Z

�l�
s �z� z��

�%zs � �is%zs �
P�
l�� Z

�l�
s �z� z�� s � �� q�

������

dLQ DALXNEJ�EGO ISSLEDOWANIQ SISTEMY ������ WWEDEM NORMALIZU��EE
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�TSQ �EREZ Bn���s� Qn���s I KO�FFICIENTY PRAWOJ �ASTI SISTEMY ������
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s POMO�X� PREOBRAZOWANIQ ������ POLU�AETSQ NORMALXNAQ FORMA SIS�
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w PRAWOJ �ASTI NORMALIZOWANNOJ SISTEMY ������ OTLI�NY OT NULQ TOLX	

KO TE KO�FFICIENTY B�ks������ksq�ls������lsq�
s � POKAZATELI KOTORYH UDOWLETWORQ�T

REZONANSNOMU SOOTNO�ENI� ���� S� ����
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GDE K� L  CELO�ISLENNYE q� q	MATRICY� SOSTAWLENNYE IZ KO�FFICIEN	
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oPREDELENIE ����� ���� S� ��� bUDEM GOWORITX� �TO W SISTEME OT�

SUTSTWUET WNUTRENNIE REZONANSY DO N�GO PORQDKA WKL��ITELXNO� ESLI

DLQ L�BYH CELYH �ISEL ms� NE RAWNYH NUL� ODNOWREMENNO I UDOWLETWO	

RQ��IH USLOWI�
qX

s��
jmsj � N�

WYPOLNENO NERAWENSTWO�
qX

s��
mss �� 
�
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STWU�T� TO NORMALIZOWANNAQ SISTEMA ������ NE SODERVIT FORM �ETNOGO

PORQDKA� A W FORMAH NE�ETNOGO PORQDKA WSEGDA OSTA�TSQ NEUNI�TOVAE	

MYE �LENY  �LENY TOVDESTWENNOGO REZONANSA� tAKIM OBRAZOM� PRI OT	

SUTSTWII WNUTRENNIH REZONANSOW NORMALIZOWANNAQ SISTEMA ������ MOVET
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eSLI ZADA�A USTOJ�IWOSTI W SISTEME ������ RE�AETSQ FORMAMI NE WY�E

N	GO PORQDKA� TO WOZMOVNO ISKL��ITX IZ RASSMOTRENIQ URAWNENIQ DLQ

��s� A W URAWNENIQH DLQ �rs PRENEBRE�X �LENAMI Rs�r��� ���� S� ���� sLEDO	

WATELXNO� ZADA�A ISSLEDOWANIQ USTOJ�IWOSTI W NESU�ESTWENNO OSOBENNOM

KRITI�ESKOM SLU�AE q PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ BEZ REZONANSA SWEDENA K

ISSLEDOWANI� USTOJ�IWOSTI SLEDU��EJ SISTEMY�
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uSLOWIQ USTOJ�IWOSTI PO PRIBLIVENI� m
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m	GO PORQDKA� KOTORU� MOVNO SFORMULIROWATX SLEDU��IM OBRAZOM�

tEOREMA ���� ���� S� ���	���� tRIWIALXNOE RE�ENIE r � � SISTE�

MY ������ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA DLQ



��

WSEH RE�ENIJ r�t� t�� r��� r�t�� t�� r�� � r� SISTEMY ������ WYPOLNQETSQ

STEPENNAQ OCENKA SWERHU�

jr�t� t�� r��j �
�
��jr�j

��p � ���t� t��

p
� t � t�� ������

GDE p � �����m�� ��� �� 	 POLOVITELXNYE POSTOQNNYE� eSLI RE�ENIE

r � � SISTEMY ������ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO� TO RE�ENIE r � �

SISTEMY ������ TAKVE ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO�
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iMEET MESTO SLEDU��IJ KRITERIJ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI
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tEOREMA ����� �kRITERIJa�m�mOL�ANOWA� ����� pUSTX m � �� TOG�
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DOSTATO�NO�� �TOBY WNUTRI I NA GRANICE KONUSA �s � 
 NE BYLO NI OD�

NOGO NEJTRALXNOGO ILI NEUSTOJ�IWOGO LU�A�

w SLU�AE USTOJ�IWOSTI PO PRIBLIVENI� BOLEE WYSOKOGO PORQDKA ANA	

LOGI�NYJ KRITERIJ BYL DOKAZAN g�w� kAMENKOWYM ���� DLQ KRITI�ESKOGO

SLU�AQ DWUH PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ� A TAKVE w�g� wERETENNIKOWYM ����
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ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI ISHODNOJ SISTEMY ����� DOSTATO�NO��

�TOBY WNUTRI I NA GRANICE KONUSA NE BYLO NI ODNOGO NEJTRALXNOGO ILI

NEUSTOJ�IWOGO LU�A MODELXNOJ SISTEMY�

���� mETOD FUNKCIJ lQPUNOWA W TEORII USTOJ�IWOSTI PO

�ASTI PEREMENNYH

kAK OTME�AETSQ W MONOGRAFII w�w� rUMQNCEWA I a�s� oZIRANERA

���� S� ��� OSNOWNYM METODOM ISSLEDOWANIQ ZADA� USTOJ�IWOSTI PO OTNO	

�ENI� K �ASTI PEREMENNYH QWLQETSQ METOD FUNKCIJ lQPUNOWA� w NASTO	
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�� pRAWYE �ASTI SISTEMY ������ W ZAMKNUTOJ OBLASTI
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NEPRERYWNY I UDOWLETWORQ�T USLOWIQM EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ ZA	

DA�I kO�I�

�� rE�ENIQ SISTEMY ������ z�PRODOLVIMY� T�E� L�BOE RE�ENIE x�t� SIS	

TEMY ������ OPREDELENO PRI WSEH t � 
� DLQ KOTORYH jy�t�j � H �

oTMETIM� �TO USLOWIE � WYPOLNQETSQ WO WSEH PRIKLADNYH ZADA�AH�
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VUTKE WREMENI �t�� T �� T � �	� I UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNOMU USLOWI�

x�t�� t��x�� � x�� pRIWEDEM OPREDELENIQ USTOJ�IWOSTI I ASIMPTOTI�ES	
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TEMY ������ NAZYWAETSQ y�USTOJ�IWYM� ESLI DLQ WSQKIH � � 
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zAME�ANIE ���� tEOREMA ���� OBOSNOWYWAET UNIWERSALXNOSTX METODA

FUNKCIJ lQPUNOWA DLQ IZU�ENIQ RAWNOMERNOJ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�I	

WOSTI MNOVESTWA fx � y � �g �DLQ SISTEM S GLOBALXNO LIP�ICEWYMI

PRAWYMI �ASTQMI�� w TO VE WREMQ SLEDUET OTMETITX ���� S� ���� �TO TE	
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dLQ PROWERKI USLOWIQ OGRANI�ENNOSTI RE�ENIJ SISTEMY ������ OT	

NOSITELXNO �ASTI PEREMENNYH MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY TEOREMY METODA
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WID D � �
��	� � Rn� bUDEM TAKVE PREDPOLAGATX� �TO L�BOE RE�ENIE
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razdel III

stabilizaciq nelinejnyh uprawlqemyh sistem

hORO�O IZWESTNO ����� �TO ESLI SISTEMA LINEJNOGO PRIBLIVENIQ DLQ

SISTEMY ����� QWLQETSQ WPOLNE UPRAWLQEMOJ� TO SISTEMA ����� QWLQETSQ

STABILIZIRUEMOJ� w SWQZI S �TIM REZULXTATOM WOZNIKAET ESTESTWENNYJ

WOPROS� QWLQETSQ LI W OB�EM SLU�AE LOKALXNAQ UPRAWLQEMOSTX NELINEJ	

NOJ SISTEMY ����� DOSTATO�NYM USLOWIEM EE STABILIZIRUEMOSTI S POMO	

�X� OBRATNOJ SWQZI WIDA u � u�x�� kAK POKAZAL r� bROKETT ���� OTWET

NA TAKOJ WOPROS OTRICATELEN� ESLI W KA�ESTWE OBRATNYH SWQZEJ u�x� RAS	

SMATRIWATX FUNKCII KLASSA C��Rn�� kLASSI�ESKOJ ILL�STRACIEJ �TOGO
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A ZNA�IT NEOBHODIMOE USLOWIE STABILIZIRUEMOSTI bROKETTA �tEOREMA ���

NA c� �� � NE WYPOLNENO DLQ SISTEMY ������

sLEDUET OTMETITX� �TO e� rAJAN ��� DOKAZAL NEOBHODIMOSTX USLOWIQ

bROKETTA I DLQ ASIMPTOTI�ESKOJ STABILIZIRUEMOSTI S POMO�X� RAZRYW	

NOJ OBRATNOJ SWQZI� ESLI TOLXKO RE�ENIQ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ S RAZRYWNOJ PRAWOJ �ASTX� OPREDELQTX PO a�f� fILIPPO	

WU �����

tAKIM OBRAZOM� NE DLQ WSQKOJ LOKALXNO UPRAWLQEMOJ AWTONOMNOJ SIS	

TEMY ����� SU�ESTWUET RAZRYWNAQ OBRATNAQ SWQZX u�x�� OBESPE�IWA��AQ

RAWNOMERNU� ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX POLOVENIQ RAWNOWESIQ� nA	

STOQ�IJ RAZDEL POSWQ�EN ZADA�E NEASIMPTOTI�ESKOJ STABILIZACII OB	

�IH NELINEJNYH UPRAWLQEMYH SISTEM� A TAKVE ISSLEDOWANI� ASIMPTO	

TI�ESKIH SWOJSTW RE�ENIJ SISTEM SPECIALXNOGO WIDA�

���� uSLOWIQ LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI I DOSTIVIMOSTI W

TERMINAH ORIENTIROWANNYH MNOGOOBRAZIJ

tEOREMA ��� NA c� �� USTANAWLIWAET NEOBHODIMYE I DOSTATO�NYE USLO	

WIQ UPRAWLQEMOSTI SISTEMY ����� �W BOLX�OM�� T�E� WO WSEJ OBLASTI D�

w DANNOM PODRAZDELE ANALOGI�NYE USLOWIQ RASPROSTRANQ�TSQ NA SLU�AJ

UPRAWLQEMOSTI W DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI NEKOTOROJ TO�KI x� � D�

wWEDEM SLEDU��IE OPREDELENIQ�

oPREDELENIE ���� ���� ��� pUSTX x� � D� bUDEM GOWORITX� �TO SIS	

TEMA ����� UDOWLETWORQET SWOJSTWU DOSTIVIMOSTI IZ TO�KI x�� ESLI

WSQKAQ TO�KA NEKOTOROJ �	OKRESTNOSTI B�x�� �� TO�KI x� QWLQETSQ DOSTI	

VIMOJ IZ x� W OBLASTI D� T�E� Or�fx�g � B�x�� �� DLQ NEKOTOROGO � � 
�

oPREDELENIE ���� ���� pUSTX x� � D� bUDEM GOWORITX� �TO SIS	

TEMA ����� UDOWLETWORQET SWOJSTWU DOSTIVIMOSTI W TO�KE x�� ESLI

Or�fx�g � B�x�� �� DLQ NEKOTOROGO � � 
�



��

zAME�ANIE ���� lEGKO WIDETX� �TO ESLI SISTEMA ����� UDOWLETWORQET

ODNOWREMENNO SWOJSTWAM DOSTIVIMOSTI IZ TO�KI I W TO�KE x� � D� TO

SISTEMA UPRAWLQEMA W NEKOTOROJ �	OKRESTNOSTI x�� A IMENNO DLQ WSEH

x��x� � B�x�� �� TO�KA x� QWLQETSQ DOSTIVIMOJ IZ x� W OBLASTI D�

zAME�ANIE ���� sWOJSTWO DOSTIVIMOSTI W TO�KE x� DLQ SISTEMY �����

RAWNOSILXNO SWOJSTWU DOSTIVIMOSTI IZ TO�KI x� DLQ SISTEMY S OBRA�EN	

NYM WREMENEM�

�x � �f �x�u�� �����

wOOB�E GOWORQ� POLOVITELXNYE ORBITY Or�fx�g DLQ SISTEM ����� I �����

RAZLI�NY� PO�TOMU OPREDELENIQ ��� I ��� W OB�EM SLU�AE NE �KWIWALENT	

NY� pUSTX U � Rm� �KWIWALENTNOSTX OPREDELENIJ ��� I ��� IMEET MESTO

PRI WYPOLNENII KAKOGO	LIBO IZ SLEDU��IH DOPOLNITELXNYH USLOWIJ�

�� sISTEMA LINEJNOGO PRIBLIVENIQ DLQ SISTEMY ����� POLNOSTX� UPRAW	

LQEMA ���� S� ���� tEOREMA ���

�� sISTEMA ����� QWLQETSQ SIMMETRI�ESKOJ ��

� S� ����� T�E� DLQ L�BOGO

u � U SU�ESTWUET %u � U TAKOE� �TO f �x�u� � �f �x� %u��

�� fUNKCIQ f QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ� f�x���� � � �SM� NAPRIMER ������

�� sISTEMA ����� ZADANA NA KOMPAKTNOM MNOGOOBRAZII M � FUNKCIQ f

ANALITI�NA� DLQ WSQKOGO POSTOQNNOGO UPRAWLENIQ DINAMI�ESKAQ SIS	

TEMA ����� SOHRANQET ESTESTWENNU� MERU NA MNOGOOBRAZII M ��

�

tEOREMA III������

�� fUNKCIQ f ANALITI�NA I LINEJNA PO UPRAWLENI�� WSE RE�ENIQ SIS	

TEMY �x � f �x���� NA�INA��IESQ W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO�KI

x�� QWLQ�TSQ PERIODI�ESKIMI S RAWNOMERNO OGRANI�ENNYMI PERIO	

DAMI ���� tEOREMA ���

tAKIM OBRAZOM� PRI WYPOLNENII L�BOGO IZ WY�EPERE�ISLENNYH USLO	

WIJ SWOJSTWA DOSTIVIMOSTI �KWIWALENTNY SWOJSTWU UPRAWLQEMOSTI SIS	

TEMY ����� W OKRESTNOSTI TO�KI x��



��

oTMETIM� �TO OPREDELENIQ ��� I ��� NE NAKLADYWA�T OGRANI�ENIJ NA

MAKSIMALXNOE OTKLONENIE RE�ENIJ SISTEMY ����� OT TO�KI x�� sWOJSTWA

DOSTIVIMOSTI I UPRAWLQEMOSTI SISTEMY WBLIZI x�� NAKLADYWA��IE DO	

POLNITELXNYE USLOWIQ MALOSTI OTKLONENIJ� BUDEM NAZYWATX LOKALXNY	

MI�

oPREDELENIE ���� ��
�� tO�KA x� � D NAZYWAETSQ TO�KOJ LOKALX�

NOJ UPRAWLQEMOSTI DLQ SISTEMY ������ ESLI DLQ L�BOGO � � 
 NAJDETSQ

TAKOE ��x�� �� � 
� �TO DLQ KAVDYH x��x� � B�x�� �� TO�KA x� DOSTIVIMA

IZ x� S POMO�X� RE�ENIQ SISTEMY ������ LEVA�EGO W B�x�� ���

oPREDELENIE ���� bUDEM GOWORITX� �TO x� � D QWLQETSQ TO�KOJ

LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI DLQ SISTEMY ������ ESLI DLQ L�BOGO � � 


NAJDETSQ TAKOE ��x�� �� � 
� �TO WSQKAQ TO�KA x � B�x�� �� DOSTIVIMA IZ

x� S POMO�X� RE�ENIQ SISTEMY ������ LEVA�EGO W B�x�� ���

zAME�ANIE ���� nETRUDNO POKAZATX ��
�� c� ���� �TO ESLI KAVDAQ TO�KA

OBLASTI D QWLQETSQ TO�KOJ LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI� TO SISTEMA �����

UPRAWLQEMA W OBLASTI D�

oPREDELENIE ��	� pOLOVITELXNOJ fx�� �g�ORBITOJ TO�KI x NAZY	

WAETSQ MNOVESTWO TO�EK Or�fx���g
fxg� DOSTIVIMYH IZ x RE�ENIQMI SISTE	

MY ������ LEVA�IMI W B�x�� ��� oTRICATELXNOJ fx�� �g�ORBITOJ TO�KI

x NAZYWAETSQ MNOVESTWO TO�EK Or�fx���g
fxg� IZ KOTORYH DOSTIVIMA TO�KA

x S POMO�X� RE�ENIJ SISTEMY ������ LEVA�IH W B�x�� ���

oPREDELENIE ���� mNOVESTWO M 
 B�x�� �� NAZYWAETSQ POLOVI�

TELXNO fx�� �g�ORIENTIROWANNYM �SOOTWETSTWENNO� OTRICATELXNO fx�� �g�

ORIENTIROWANNYM� DLQ SISTEMY ������ ESLI M � Or�fx���g
M �SOOTWET	

STWENNO� M � Or�fx���g
M�� GDE

Or�fx���g
M �

�
x�M

Or�fx���g
fxg� Or�fx���g

M �
�

x�M

Or�fx���g
fxg�

eSLI M � Or�fx���g
M ILI M � Or�fx���g

M � TO MNOVESTWO M NAZYWAETSQ

fx�� �g�ORIENTIROWANNYM�

lEMMA ���� dLQ TOGO� �TOBY TO�KA x� � D QWLQLASX TO�KOJ



��

LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI DLQ SISTEMY ����� NEOBHODIMO I DOSTATO��

NO� �TOBY DLQ WSQKOGO � � 
 OTSUTSTWOWALI POLOVITELXNO fx�� �g�

ORIENTIROWANNYE MNOVESTWA M� 
 B�x�� ��� UDOWLETWORQ��IE USLOWI�

QM x� �M�� x� �� intM��

dOKAZATELXSTWO� nEOBHODIMOSTX DOKAZYWAETSQ RASSUVDENIEM OT

PROTIWNOGO� pREDPOLOVIM� �TO SU�ESTWU�T �ISLO � � 
 I POLOVITELXNO

fx�� �g	ORIENTIROWANNOE MNOVESTWOM� 
 B�x�� ��� DLQ KOTORYH x� �M��

x� �� intM�� pOSKOLXKU x� � M�� TO Or
�
fx���g

fx�g 
 M�� OTS�DA SLEDUET�

�TO x� �� intOr
�
fx���g

fx�g� pOLU�ENO PROTIWORE�IE SO SWOJSTWOM LOKALXNOJ

DOSTIVIMOSTI�

dOSTATO�NOSTX� dLQ PROIZWOLXNOGO � � 
 MNOVESTWO Or�fx���g
fx�g

SODERVIT x� I QWLQETSQ POLOVITELXNO fx�� �g	ORIENTIROWANNYM� tOG	

DA PO USLOWI� LEMMY x� � intOr
�
fx���g

fx�g� A ZNA�IT SU�ESTWUET TAKOE

��x�� �� � 
� �TO Or
�
fx���g

fx�g � B�x�� ��� sLEDOWATELXNO� x� QWLQETSQ TO�	

KOJ LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI DLQ SISTEMY ������ lEMMA DOKAZANA�

sLEDU��AQ LEMMA QWLQETSQ KRITERIEM LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI W

TERMINAH ORIENTIROWANNYH MNOVESTW�

lEMMA ���� dLQ TOGO� �TOBY TO�KA x� � D QWLQLASX TO�KOJ

LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI DLQ SISTEMY ����� NEOBHODIMO I DOSTATO��

NO� �TOBY DLQ WSQKOGO � � 
 U SISTEMY ����� OTSUTSTWOWALI fx�� �g�

ORIENTIROWANNYE MNOVESTWA M� 
 B�x�� ��� UDOWLETWORQ��IE USLOWI�

QM x� �M�� x� �� intM��

dOKAZATELXSTWO� dLQ DOKAZATELXSTWA NEOBHODIMOSTI WOSPOLXZU	

EMSQ RASSUVDENIEM OT PROTIWNOGO� pUSTX WOPREKI UTWERVDENI� LEM	

MY DLQ NEKOTOROGO � � 
 NAJDETSQ fx�� �g	ORIENTIROWANNOE MNOVESTWO

M� 
 B�x�� ��� UDOWLETWORQ��IE USLOWIQM x� � M�� x� �� intM�� wOZ	

MOVNY DWA SLU�AQ�

�� eSLI M� � Or�fx���g
M�� TO Or�fx���g

fx�g 
 M�� sLEDOWATELXNO�

x� �� intOr
�
fx���g

fx�g �IZ TO�KI x� NELXZQ DOSTI�X NIKAKOJ �	 OKREST	

NOSTI B�x�� �� S POMO�X� RE�ENIJ� LEVA�IH W B�x�� ����



��

�� eSLI M� � Or�fx���g
M�� TO Or

�
fx���g

fx�g 
 M�� w �TOM SLU�AE NI PRI

KAKOM � � 
 NELXZQ DOSTI�X TO�KU x� IZ B�x�� �� RE�ENIQMI� PRI	

NADLEVA�IMI B�x�� ���

pOLU�ENO PROTIWORE�IE SO SWOJSTWOM LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI W TO�KE

x��

dOSTATO�NOSTX� pO USLOWI� LEMMY DLQ WSQKOGO � � 
 KAVDOE IZ

fx�� �g	ORIENTIROWANNYH MNOVESTW Or
�
fx���g

fx�g I Or�fx���g
fx�g SODERVIT

NEKOTORU� �	OKRESTNOSTX TO�KI x�� oTS�DA SLEDUET� �TO DLQ KAVDYH

x��x� � B�x�� �� TO�KA x� DOSTIVIMA IZ x� S POMO�X� RE�ENIQ SISTE	

MY ������ LEVA�EGO W B�x�� �� I PROHODQ�EGO �EREZ x�� lOKALXNAQ UPRAW	

LQEMOSTX DOKAZANA�

pUSTX MNOVESTWO M� QWLQETSQ MNOGOOBRAZIEM S DIFFERENCIRUEMOJ

GRANICEJ 	M�� ZADANNOJ W WIDE SISTEMY URAWNENIJ Vi�x� � 
� i � �� n� ��

GDE FUNKCII Vi�x� QWLQ�TSQ NEPRERYWNO	DIFFERENCIRUEMYMI W NEKOTO	

ROJ �	OKRESTNOSTI B�x�� ��� pRI �TOM WNUTRENNOSTXM� OPREDELQETSQ SLE	

DU��IMI SOOTNO�ENIQMI�

V��x� � 
� V��x� � ��� � Vn���x� � 
�

fUNKCIQ V��x�� PREDPOLAGAETSQ ZNAKOPEREMENNOJ�rxV��x�� �� �� pREDPO	

LAGAETSQ TAKVE� �TO KAVDAQ IZ FUNKCIJ Vi�x��� i � �� n � � LIBO QWLQETSQ

ZNAKOPEREMENNOJ �W �TOM SLU�AE S�ITAEM� �TO rxVi�x� �� ��� LIBO TOV	

DESTWENNO RAWNA NUL�� nAPOMNIM� �TO ZNAKOPEREMENNOJ W x� NAZYWAETSQ

TAKAQ FUNKCIQ� KOTORAQ W L�BOJ OKRESTNOSTI x� PRINIMAET KAK POLOVI	

TELXNYE� TAK I OTRICATELXNYE ZNA�ENIQ�

uSLOWIE POLOVITELXNOJ fx�� �g	ORIENTIROWANNOSTI MNOGOOBRAZIQM��

SOSTOQ�EE W TOM� �TO WEKTORY f �x�u� W TO�KAH 	M� NAPRAWLENY WO

WNUTRENNOSTX M� PRI WSEH u � U� MOVET BYTX ZAPISANO SLEDU��IM OB	

RAZOM�

V��x� � ��� � Vn���x� � 
� jx� x�j � � �
D
rxV��x��f �x�u�

E
� 
� �����



��

V��x� � 
� V��x� � ��� � Vn���x� � 
� jx� x�j � � �

�
D
rxVi�x��f �x�u�

E
� 
� i � �� n� �� �����

aNALOGI�NO� ESLI WNUTRENNOSTX MNOGOOBRAZIQ M� OPREDELQETSQ SOOTNO	

�ENIEM V��x� � 
� TO USLOWIQ POLOVITELXNOJ fx�� �g	ORIENTIROWANNOSTI

M� PRIMUT WID

V��x� � ��� � Vn���x� � 
� jx� x�j � � �
D
rxV��x��f �x�u�

E
� 
� �����

V��x� � 
� V��x� � ��� � Vn���x� � 
� jx� x�j � � �

�
D
rxVi�x��f �x�u�

E
� 
� i � �� n� �� �����

iZ LEMMY ��� SLEDUET� �TO DLQ LOKALXNO DOSTIVIMOJ SISTEMY �����

WSQKOE MNOGOOBRAZIE M�� ZADAWAEMOE NABOROM ZNAKOPEREMENNYH FUNKCIJ

Vi�x�� NE QWLQETSQ POLOVITELXNO fx�� �g	ORIENTIROWANNYM �T�E� NE UDOW	

LETWORQET USLOWIQM �����	����� ILI �����	����� NI PRI KAKOM � � 
�� iTAK�

DOKAZANA SLEDU��AQ LEMMA�

lEMMA ���� pREDPOLOVIM� �TO TO�KA x� � D QWLQETSQ TO�KOJ

LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI DLQ SISTEMY ������ V��x�	 ZNAKOPEREMENNAQ

NEPRERYWNO�DIFFERENCIRUEMAQ W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI x� FUNKCIQ�

UDOWLETWORQ��AQ USLOWI� rxV��x�� �� �� tOGDA DLQ WSQKOGO � � 
 SU�

�ESTWU�T x��x� � B�x�� ��� u��u� � U TAKIE� �TO�

D
rxV��x���f �x��u��

E
� 
� �����

D
rxV��x���f �x��u��

E
� 
� �����

zAME�ANIE ��
� sU�ESTWOWANIE WEKTOROW x�� x�� UDOWLETWORQ��IH

USLOWIQM �����	����� W SKOLX UGODNO MALOJ �	OKRESTNOSTI TO�KI x�� QWLQ	

ETSQ SLEDSTWIEM SWOJSTWA MALOSTI OTKLONENIJ RE�ENIJ W OPREDELENII

LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI �OPREDELENIE ����� eSLI VE HARAKTERIZOWATX

SWOJSTWO DOSTIVIMOSTI IZ TO�KI x� W SMYSLE OPREDELENIQ ���� TO� WO	

OB�E GOWORQ� NELXZQ GARANTIROWATX �TO UPRAWLENIQ u�� u� NAJDUTSQ DLQ



��

BLIZKIH K x� FAZOWYH WEKTOROW x�� x�� pO�TOMU PRI ISSLEDOWANII WOPRO	

SA O STABILIZIRUEMOSTI SISTEMY ����� METODOM FUNKCIJ lQPUNOWA BUDEM

PREDPOLAGATX� �TO DOSTATO�NO BLIZKIE K OSOBOJ TO�KE SOSTOQNIQ SISTEMY

QWLQ�TSQ LOKALXNO DOSTIVIMYMI �W SMYSLE OPREDELENIQ �����

sWOJSTWA POLOVITELXNOJ ORIENTIROWANNOSTI �����	����� MOGUT BYTX

ZAPISANY I W WIDE SISTEMY RAWENSTW ����� �S� �� �� sFORMULIRUEM �TO

UTWERVDENIE W WIDE LEMMY�

lEMMA ���� pUSTX TO�KA x� � D QWLQETSQ TO�KOJ LOKALXNOJ

DOSTIVIMOSTI DLQ SISTEMY ������ tOGDA DLQ L�BYH � � 
 I NEPRE�

RYWNYH W B�x�� �� � U FUNKCIJ 
ij�x�u�� G��x�u� �
i� � 
 PRI i � ��

G� 	 ZNAKOPOSTOQNNAQ FUNKCIQ� NE SU�ESTWUET ZNAKOPEREMENNOJ FUNK�

CII V� � C�
�
B�x�� ��

	
� rxV��x�� �� � I ZNAKOPEREMENNYH LIBO TOVDEST�

WENNO RAWNYH NUL� FUNKCIJ Vi � C�
�
B�x�� ��

	
� i � �� n � �� UDOWLETWORQ�

��IH SISTEME ����� PRI x � B�x�� ��� u � U�

dOKAZATELXSTWO� pREDPOLOVIM PROTIWNOE� A IMENNO� �TO DLQ NE	

KOTOROGO � � 
 NAJDUTSQ NEPRERYWNYE W B�x�� �� � U FUNKCII 
ij � G�

I ZNAKOPEREMENNYE NEPRERYWNO	DIFFERENCIRUEMYE W B�x�� �� FUNKCII

Vi�x�� OBRA�A��IE SISTEMU ����� W TOVDESTWO� iZ SISTEMY ����� SLEDU	

ET� �TO FUNKCII Vi�x� UDOWLETWORQ�T USLOWIQM �����	����� �ESLI G� � 
��

LIBO USLOWIQM �����	����� �ESLI G� � 
�� tAKIM OBRAZOM� MNOVESTWO M��

OPREDELQEMOE FUNKCIQMI Vi�x�� QWLQETSQ POLOVITELXNO fx�� �g 	 ORIENTI	

ROWANNYM I SODERVIT x� W KA�ESTWE GRANI�NOJ TO�KI� �TO PROTIWORE�IT

LEMME ����

lEMMA ��� RASPROSTRANQET ZAKL��ENIE TEOREMY ��� �W �ASTI NEOB	

HODIMOSTI� NA SLU�AJ LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI� oTMETIM� �TO SWOJSTWO

LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI SLEDUET IZ SWOJSTWA LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI�

PO�TOMU� W �ASTNOSTI� LEMMY ��� I ��� HARAKTERIZU�T NEOBHODIMYE USLO	

WIQ LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI�



��

���� nEASIMPTOTI�ESKAQ STABILIZACIQ UPRAWLQEMYH SISTEM

S POMO�X� RAZRYWNOJ OBRATNOJ SWQZI

rASSMOTRIM SISTEMU DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ�

�x � f �x�u�� f ����� � �� �����

wS�DU W DALXNEJ�EM BUDEM PREDPOLAGATX� �TO x � D � Rn� u � U� Rm�

f � C��D � U�� � � intD� � � U� kAK BYLO OTME�ENO WY�E� LOKALX	

NAQ UPRAWLQEMOSTX SISTEMY ����� WBLIZI NULQ NE QWLQETSQ DOSTATO�NYM

USLOWIEM SU�ESTWOWANIQ UPRAWLENIQ S OBRATNOJ SWQZX� u � u�x�� UDOW	

LETWORQ��EGO USLOWI� u��� � � I OBESPE�IWA��EGO ASIMPTOTI�ESKU�

USTOJ�IWOSTX POLOVENIQ RAWNOWESIQ x � ��

wMESTE S TEM OSTAETSQ OTKRYTYM WOPROS O SU�ESTWOWANII OBRATNOJ

SWQZI u�x�� OBESPE�IWA��EJ �NEASIMPTOTI�ESKU�� USTOJ�IWOSTX POLO	

VENIQ RAWNOWESIQ W SMYSLE lQPUNOWA� DLQ PROIZWOLXNOJ NELINEJNOJ LO	

KALXNO UPRAWLQEMOJ SISTEMY ������ sLEDU��IJ PRIMER POKAZYWAET� �TO

OTWET NA �TOT WOPROS OTRICATELEN� ESLI W KA�ESTWE KLASSA DOPUSTIMYH

OBRATNYH SWQZEJ RASSMATRIWATX KLASS NEPRERYWNYH FUNKCIJ�

pRIMER ���� ��
� rASSMOTRIM ODNOMERNU� SISTEMU

�x � f�x� u� �

������
������

x � PRI juj � ��

x� e�����u� � PRI u � ��

x� e�����u� � PRI u � ���

����
�

GDE x � D � ��e��� e���� u � U � ���� ��� nETRUDNO PROWERITX� �TO FUNK	

CIQ f�x� u� DIFFERENCIRUEMA BESKONE�NOE �ISLO RAZ� I KAVDAQ TO�KA OB	

LASTI D QWLQETSQ TO�KOJ LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI SISTEMY ����
�� dEJ	

STWITELXNO� ESLI x� � x�� TO TO�KA x� MOVET BYTX DOSTIGNUTA IZ x� S

POMO�X� UPRAWLENIQ u�t� � �� INA�E x� DOSTIGAETSQ IZ x� PRI u�t� � ���

pREDPOLOVIM� �TO SU�ESTWUET NEPRERYWNAQ WD OBRATNAQ SWQZX u�x��

u�
� � u�� OBESPE�IWA��AQ USTOJ�IWOSTX PO lQPUNOWU OSOBOJ TO�KI x � 




��

SISTEMY ����
�� dLQ TOGO� �TOBY NULX BYL OSOBOJ TO�KOJ SISTEMY S OBRAT	

NOJ SWQZX�� NEOBHODIMO� �TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE ju�j � �� wOZMOVNY

TRI SLU�AQ�

�� ju�j � �� w SILU NEPRERYWNOSTI u�x� ZAKL��AEM� �TO �x � x W DOSTA	

TO�NO MALOJ OKRESTNOSTI NULQ� SLEDOWATELXNO� IMEET MESTO NEUSTOJ	

�IWOSTX�

�� u� � �� dLQ USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ x � 
 NEOBHODIMO WYPOLNENIE

USLOWIQ �x � 
 PRI MALYH POLOVITELXNYH x� ODNAKO W RASSMATRIWA	

EMOM SLU�AE �x � 
 PRI x � 
�

�� u� � ��� w �TOM SLU�AE �x � 
 DLQ OTRICATELXNYH x WBLIZI NULQ� T�E�

TRIWIALXNOE RE�ENIE NEUSTOJ�IWO�

tAKIM OBRAZOM� DAVE ESLI NE TREBOWATX USLOWIQ u�
� � 
� TO NIKAKAQ

NEPRERYWNAQ OBRATNAQ SWQZX NE MOVET OBESPE�ITX USTOJ�IWOSTX POLOVE	

NIQ RAWNOWESIQ x � 
 SISTEMY ����
�� oDNAKO� RAZRYWNAQ OBRATNAQ SWQZX

u�x� � �� sign �x� OBESPE�IWAET �ASIMPTOTI�ESKU�� STABILIZACI� RE�E	

NIQ x � 
�

pRIWEDENNYJ PRIMER POKAZYWAET� �TO DLQ RE�ENIQ ZADA� NEASIMP	

TOTI�ESKOJ STABILIZACII UPRAWLQEMYH SISTEM KLASS DOPUSTIMYH OBRAT	

NYH SWQZEJ DOLVEN SODERVATX RAZRYWNYE FUNKCII FAZOWOGO WEKTORA� pRI

RASSMOTRENII RAZRYWNYH OBRATNYH SWQZEJ NEOBHODIMO KORREKTNO OPREDE	

LQTX PONQTIE RE�ENIQ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� POSKOLX	

KU KLASSI�ESKOE OPREDELENIE RE�ENIQ W �TOM SLU�AE NE PRIGODNO �SM� ����

S� ���� w NASTOQ�EM RAZDELE RE�ENIQ RAZRYWNYH SISTEM OPREDELQ�TSQ

PO a�f� fILIPPOWU� �iSPOLXZUEMYE METODY TEORII DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ S RAZRYWNOJ PRAWOJ �ASTX� OPISANY W PODRAZDELE �����

oPREDELENIE ���� bUDEM GOWORITX� �TO SISTEMA ����� NEASIMPTO�

TI�ESKI STABILIZIRUEMA� ESLI W NEKOTOROJ �	OKRESTNOSTI NULQ SU�EST	

WUET TAKAQ OBRATNAQ SWQZX u � B��� �� � U� u��� � � �WOOB�E GOWORQ�



�


RAZRYWNAQ�� KOTORAQ OBESPE�IWAET USTOJ�IWOSTX PO lQPUNOWU TRIWIALX	

NOGO RE�ENIQ x � � SISTEMY

�x � f �x�u�x��� ������

pRI �TOM RE�ENIQ SISTEMY ������ PONIMA�TSQ W SMYSLE a�f� fILIPPOWA

�OPREDELENIE ��� NA S� �
 ��

iMEET MESTO SLEDU��AQ TEOREMA ��
��

tEOREMA ���� pUSTX U	 KOMPAKTNOE MNOVESTWO� I PUSTX PRI NE�

KOTOROM � � 
 KAVDAQ TO�KA MNOVESTWA B��� ��nf�g QWLQETSQ TO�KOJ

LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI SISTEMY ������ tOGDA SISTEMA ����� NEASIMP�

TOTI�ESKI STABILIZIRUEMA�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX V �x� � C�
�
B��� ��

	
 PROIZWOLXNAQ OPRE	

DELENNO 	 POLOVITELXNAQ FUNKCIQ� DLQ KOTOROJ rxV �x� �� � PRI WSEH

x � B��� �� n f�g� pOKAVEM� �TO SU�ESTWUET FUNKCIQ u � B��� �� � U�

u��� � �� UDOWLETWORQ��AQ USLOWI�

x � B��� �� �
D
rxV �x��f �x�u�x��

E
� 
� ������

dEJSTWITELXNO� PUSTX f�ng  POSLEDOWATELXNOSTX POLOVITELXNYH

�ISEL� STREMQ�IHSQ K NUL� PRI n � 	� pO LEMME ��� DLQ KAVDOGO

x� � B��� �� n f�g PRI L�BOM �n � 
 SU�ESTWU�T xn � B�x�� �n��B��� ���

un � U� UDOWLETWORQ��IE NERAWENSTWU�
D
rxV��xn��f�xn�un�

E
� 
�

GDE V��x� � V �x��V �x��  ZNAKOPEREMENNAQ W TO�KE x� FUNKCIQ� w SILU

KOMPAKTNOSTI U NAJDETSQ NEKOTORAQ SHODQ�AQSQ PODPOSLEDOWATELXNOSTX

funkg�

lim
k��

�unk� � u� � U�

pOSKOLXKU FUNKCII f �x�u� I rxV��x� NEPRERYWNY� TO PEREHODQ W NE	

RAWENSTWE
D
rxV��xnk��f�xnk �unk�

E
� 
 K PREDELU PRI k � 	� POLU�IM

SLEDU��EE NERAWENSTWO�
D
rxV��x���f �x��u��

E
� 
� u� � U�



�	

zAMETIM� �TOrxV��x�� �rxV �x��� tAKIM OBRAZOM� KAVDOMU x� � B��� ��

MOVET BYTX POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE UPRAWLENIE u�x�� � u�� u��� � ��

UDOWLETWORQ��EE USLOWI� �������

oSTAETSQ DOKAZATX� �TO RE�ENIQ SISTEMY ������ W SMYSLE a�f� fI	

LIPPOWA SU�ESTWU�T PRI WSEH DOSTATO�NO MALYH NA�ALXNYH ZNA�ENIQH�

I �TO V �x� QWLQETSQ FUNKCIEJ lQPUNOWA DLQ SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY

DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ� pOSKOLXKU FUNKCIQ f �x�u� NEPRERYWNA

NA B��� ���U� TO PO PERWOJ TEOREME wEJER�TRASSA ONA OGRANI�ENA NA WSQ	

KOM MNOVESTWE WIDA K �U� GDE K  KOMPAKT IZ B��� ��� sLEDOWATELXNO�

PRAWAQ �ASTX SISTEMY ������ LOKALXNO OGRANI�ENA W B��� ��� pO LEMME ���

�S� �� � MNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ H�x�� KOTORAQ DLQ KAVDOGO x� PREDSTAWLQ	

ET IZ SEBQ MNOVESTWO WSEH PREDELXNYH ZNA�ENIJ FUNKCII f �x�u�x�� PRI

x � x�� DOPOLNENNOE ZNA�ENIEM f �x��u�x���� QWLQETSQ �	NEPRERYWNOJ W

B��� ��� tAKIM OBRAZOM� PRAWAQ �ASTX DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

x � coH�x� ������

UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM �S� �� �� GARANTIRU��IM SU�ESTWOWA	

NIE I PRODOLVIMOSTX RE�ENIJ W L�BOJ ZAMKNUTOJ OBLASTI K � B��� ���

pOKAVEM� �TO IZ ������ DLQ WSEH x � B��� �� WYTEKAET SLEDU��EE

NERAWENSTWO�

�V ��x� � sup
p�coH�x�

D
rxV �x��p

E
� 
� ������

bLAGODARQ NEPRERYWNOSTI FUNKCII f�x�u�� IZ NERAWENSTWA ������ SLEDU	

ET� �TO

x � B��� ��� p � H�x� �
D
rxV �x��p

E
� 
� ������

pUSTX TEPERX p � coH�x�� �TO OZNA�AET� �TO NAJDUTSQ p��p� � H�x� I

�ISLO 
 � �
� ��� TAKIE �TO

p � 
p� � �� � 
�p��

oTS�DA S POMO�X� NERAWENSTWA ������ POLU�IM� �TO
D
rxV �x��p

E
� 


D
rxV �x��p�

E
� ��� 
�

D
rxV �x��p�

E
� 
�



��

tAKIM OBRAZOM� NERAWENSTWO ������ DOKAZANO� T�E� WERHNQQ GRANICA PROIZ	

WODNYH FUNKCII V �x� W SILU WKL��ENIQ ������ QWLQETSQ OTRICATELXNO	

POSTOQNNOJ FUNKCIEJ� nA OSNOWANII TEOREMY ��� �S� �� � ZAKL��AEM� �TO

TRIWIALXNOE RE�ENIE SISTEMY ������ USTOJ�IWO PO lQPUNOWU� iTAK� SIS	

TEMA ����� NEASIMPTOTI�ESKI STABILIZIRUEMA� �TO I TREBOWALOSX DOKA	

ZATX�

pOSKOLXKU SWOJSTWO DOSTIVIMOSTI QWLQETSQ BOLEE SLABYM� �EM UPRAW	

LQEMOSTX� TO TEOREMA ��� SPRAWEDLIWA W SLU�AE� KOGDA KAVDAQ TO�KA MNO	

VESTWA B��� �� n f�g UDOWLETWORQET SWOJSTWU LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI

�OPREDELENIE �����

zAME�ANIE ���� dOKAZANNAQ TEOREMA SOPRIKASAETSQ S OSNOWNYM RE	

ZULXTATOM RABOTY ���� W KOTOROJ USTANOWLENO� �TO WSQKAQ ASIMPTOTI�ESKI

NULX	UPRAWLQEMAQ SISTEMA STABILIZIRUEMA S POMO�X� RAZRYWNOJ OBRAT	

NOJ SWQZI� oDNAKO� RE�ENIQ RAZRYWNOJ SISTEMY W ��� ��� 	 TRAEKTORII��

OPREDELQ�TSQ NA OSNOWE RAZBIENIQ WREMENNOJ POLUOSI DISKRETNYMI MO	

MENTAMI WREMENI I PRIMENENIQ KUSO�NO	POSTOQNNYH UPRAWLENIJ MEVDU

SOSEDNIMI MOMENTAMI� tAKOE OPREDELENIE RE�ENIQ� WOOB�E GOWORQ� NE �K	

WIWALENTNO OPREDELENI� RE�ENIQ RAZRYWNOJ SISTEMY W SMYSLE a�f� fI	

LIPPOWA�

zAME�ANIE ���� kAK POKAZYWAET PRIMER ���� USLOWIQ TEOREMY ��� NE

QWLQ�TSQ DOSTATO�NYMI DLQ SU�ESTWOWANIQ NEASIMPTOTI�ESKI STABILI	

ZIRU��EJ NEPRERYWNOJ OBRATNOJ SWQZI� s DRUGOJ STORONY� IZ TEOREMY

rAJANA ��� I PRIMERA bROKETTA ����� SLEDUET� �TO LOKALXNAQ UPRAWLQE	

MOSTX AWTONOMNOJ SISTEMY ����� NE GARANTIRUET EE �KWIASIMPTOTI�ESKU�

STABILIZIRUEMOSTX S POMO�X� RAZRYWNOJ OBRATNOJ SWQZI u�x�� tAKIM

OBRAZOM� ESLI OPREDELQTX RE�ENIQ PO a�f� fILIPPOWU� TO ZAKL��ENIE

TEOREMY ���� WOOB�E GOWORQ� NE MOVET BYTX USILENO�



��

���� iSSLEDOWANIE OBLASTEJ NEPRERYWNOSTI FUNKCII OBRAT


NOJ SWQZI

rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA PRAWAQ �ASTX SISTEMY ����� LINEJNA PO

UPRAWLENI��

�x � f�x�u� � f��x� �
mX
i��

uif i�x�� f���� � �� ������

dLQ WSQKOJ DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII V �x� EE PROIZWODNAQ W SILU SIS	

TEMY ������ MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE�

�V � a�x� �
D
u� b�x�

E
�

GDE

a�x� �
D
rxV �x��f ��x�

E
� bi�x� �

D
rxV �x��f i�x�

E
� i � ��m� ������

sLEDU��AQ TEOREMA HARAKTERIZUET MNOVESTWO TO�EK RAZRYWA FUNK	

CII OBRATNOJ SWQZI DLQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTEMY�

tEOREMA ���� pREDPOLOVIM� �TO U 	 WYPUKLYJ KOMPAKT� I PRI

NEKOTOROM � � 
 KAVDAQ TO�KA MNOVESTWA B��� ��nf�g QWLQETSQ TO��

KOJ LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI SISTEMY ������� pREDPOLOVIM TAKVE�

�TO FUNKCII f i�x�� i � ��m ANALITI�NY W B��� ���

tOGDA SISTEMA ������ NEASIMPTOTI�ESKI STABILIZIRUEMA S POMO�

�X� OBRATNOJ SWQZI u � C
�
B��� ��nM

	
� GDE M 	 GLADKOE MNOGOOBRAZIE

RAZMERNOSTI NE WY�E n � � �MNOGOOBRAZIEM NULEWOJ RAZMERNOSTI S�I�

TAETSQ MNOVESTWO M � f�g��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX V �x�  OPREDELENNO	POLOVITELXNAQ� ANA	

LITI�ESKAQ W B��� �� FUNKCIQ� tOGDA WSQKOMU x � B��� �� MOVET BYTX

POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE MNOVESTWO

U�x� � fu � U � a�x� �
D
u� b�x�

E
� 
g� ������

GDE FUNKCII a�x�� b�x� OPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMI ������� iZ DOKAZATELX	

STWA TEOREMY ��� SLEDUET� �TO U�x� �� ! PRI WSEH x � B��� ��� o�EWIDNO�

�TO � � U���� MNOVESTWO U�x� KOMPAKTNO I WYPUKLO PRI WSEH x � B��� ���



��

dOKAVEM� �TO MNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ ������ �	NEPRERYWNA W � 	 OKREST	

NOSTI NULQ� dLQ �TOGO DOSTATO�NO POKAZATX� �TO PRI L�BYH x � B��� ��

I �� � 
 NAJDETSQ ��x� ��� � 
 TAKOE� �TO DLQ WSEH x� � B�x� �� WYPOLNENO

WKL��ENIE�

U�x�� �
�

u�U �x�

B�u� ����

bUDEM RASSUVDATX OT PROTIWNOGO� pREDPOLOVIM� �TO DLQ NEKOTORYH

x � B��� ��� �� � 
 SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX fxng
�
n��� SHODQ�AQ	

SQ K x� A TAKVE POSLEDOWATELXNOSTX fung� un � U�xn�� UDOWLETWORQ��AQ

PRI WSEH n � � NERAWENSTWU�

�
�
un� U�x�

	
� ��� ������

GDE

��u� U� � inf
v�U

ju� vj�

tOGDA W SILU KOMPAKTNOSTI U NAJDETSQ SHODQ�AQSQ PODPOSLEDOWATELX	

NOSTX funkg� unk � u� � U PRI k � 	� iZ NERAWENSTWA ������ SLEDUET�

�TO �
�
u�� U�x�

	
� ��� T�E� u� �� U�x�� s DRUGOJ STORONY� PEREHODQ W NERA	

WENSTWE
D
rxV �xnk��f �xnk�unk�

E
� 
 K PREDELU PRI k � 	� BUDEM IMETXD

rxV �x��f �x�u
��
E
� 
� �TO OZNA�AET� �TO u� � U�x�� pOLU�ENNOE PRO	

TIWORE�IE DOKAZYWAET �	NEPRERYWNOSTX U�x��

rASSMOTRIM MNOVESTWO

M � fx � B��� �� � b�x� � �g�

dOKAVEM� �TO MNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ U�x� QWLQETSQ �	NEPRERYWNOJ NA

MNOVESTWE B��� �� nM � dLQ �TOGO WOSPOLXZUEMSQ RASSUVDENIEM OT PRO	

TIWNOGO� DOPUSTIM� �TO DLQ NEKOTORYH x � B��� ��nM � �� � 
 SU�ESTWUET

POSLEDOWATELXNOSTX fxng� xn � x PRI n � 	� KOTORAQ UDOWLETWORQET

PRI WSEH n � � NERAWENSTWU�

�
�
U�xn�� U�x�

	
� ��� ����
�



��

GDE �  OTKLONENIE MNOVESTW PO hAUSDORFU �S� �
 �� pOSKOLXKU FUNKCIQ

U�x� QWLQETSQ �	NEPRERYWNOJ� TO �
�
U�xn�� U�x�

	
� �� DLQ WSEH n � N�����

sLEDOWATELXNO� IZ NERAWENSTWA ����
� WYTEKAET� �TO �
�
U�x�� U�xn�

	
� ��

PRI n � N����� �TO OZNA�AET� �TO SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX fung�

un � U�x�� DLQ KOTOROJ

�
�
un� U�xn�

	
� �� PRI n � N�����

iSPOLXZUQ KOMPAKTNOSTX U�x� ZAKL��AEM� �TO SU�ESTWUET PODPOSLEDOWA	

TELXNOSTX funkg� SHODQ�AQSQ K NEKOTOROMU u
� � U�x�� I UDOWLETWORQ�	

�AQ NERAWENSTWU ��unk � U�xnk�� � �� PRI WSEH k � �� pOSKOLXKU unk � u�

PRI k � 	� TO SU�ESTWUET K���� � 
 TAKOE� �TO junk � u�j � ���� PRI

k � K����� tAKIM OBRAZOM� PRI WSEH k � K���� SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO�

�
�
u�� U�xnk�

	
� �

�
unk� U�xnk�

	
� junk � u�j �

�

�
��� ������

iZ OPREDELENIQ MNOGOZNA�NOJ FUNKCII ������� S U�ETOM USLOWIQ u� � U�x�

SLEDUET� �TO

a�x� �
D
u�� b�x�

E
� 
� ������

eSLI W ������ IMEET MESTO STROGOE NERAWENSTWO� TO BLAGODARQ NEPRERYW	

NOSTI FUNKCIJ a� b ONO SOHRANQETSQ I DLQ DOSTATO�NO BLIZKIH K x ZNA	

�ENIJ xnk � a ZNA�IT� u� � U�xnk� PRI DOSTATO�NO BOLX�IH k� �TO PROTI	

WORE�IT NERAWENSTWU ������� oSTAETSQ RASSMOTRETX SLU�AJ� KOGDA W ������

IMEET MESTO RAWENSTWO� pOSKOLXKU x ��M � TO bj�x� �� 
 DLQ NEKOTOROGO j�

nETRUDNO WIDETX� �TO ESLI xnk PRINADLEVIT DOSTATO�NO MALOJ OKREST	

NOSTI x� TO MNOVESTWO U�xnk� SODERVIT SLEDU��EE UPRAWLENIE�

"ui � u�i �� � i � m� i �� j�� "uj � �
�

bj�xnk�

n
a�xnk� �

X
l ��j

bl�xnk�u
�
l

o
�

pRINIMAQ WO WNIMANIE NEPRERYWNOSTX FUNKCIJ a� b� POLU�AEM� �TO

j"u � u�j � 
 PRI xnk � x� WOPREKI NERAWENSTWU ������� pOLU�ENNOE

PROTIWORE�IE DOKAZYWAET �	NEPRERYWNOSTX FUNKCII ������ NA MNOVESTWE

B��� �� nM �



��

pOSKOLXKU SISTEMA ������ LINEJNA PO UPRAWLENI�� I MNOGOZNA�NAQ

FUNKCIQ U�x� QWLQETSQ �	NEPRERYWNOJ S NEPUSTYMI� KOMPAKTNYMI I WY	

PUKLYMI ZNA�ENIQMI� TO PRAWAQ �ASTX DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

�x � f �x� U�x�� ������

W OBLASTI B��� �� UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM �W SMYSLE OPREDELE	

NIQ ��� NA S� �� �� wY�ISLQQ WERHN�� PROIZWODNU� FUNKCII V �x� W SILU

WKL��ENIQ ������� S U�ETOM ������ BUDEM IMETX�

�V � � sup
u�U �x�

�
a�x� �

D
u� b�x�

E�
� 
� ������

tAKIM OBRAZOM� WSE USLOWIQ TEOREMY ��� �S� �� � WYPOLNENY� SLEDOWA	

TELXNO� TRIWIALXNOE RE�ENIE x � � WKL��ENIQ ������ USTOJ�IWO� lEGKO

WIDETX� �TO WSQKAQ ODNOZNA�NAQ FUNKCIQ �SELEKTOR� u�x�� UDOWLETWORQ	

��AQ USLOWIQM u�x� � U�x� PRI WSEH x � B��� ��� u��� � �� NE UWE	

LI�IWAET OCENKU PROIZWODNOJ ������ W SILU DIFFERENCIALXNOGO WKL�	

�ENIQ� POSTROENNOGO PO SISTEME ������� tAKIM OBRAZOM� WSQKIJ SELEKTOR

u�x�� OBLADA��IJ UPOMQNUTYMI SWOJSTWAMI� OBESPE�IWAET NEASIMPTO	

TI�ESKU� STABILIZACI� SISTEMY ������ W SMYSLE OPREDELENIQ ���� dLQ

WYDELENIQ SELEKTORA MNOGOZNA�NOJ FUNKCII U�x� WOSPOLXZUEMSQ TEORE	

MOJ ��� �S� ���� pOSKOLXKU FUNKCII V �x�� f i�x� ANALITI�NY W B��� ��� TO

FUNKCIQ ��x� � jb�x�j� TAKVE ANALITI�NA� I WOZMOVNY SLEDU��IE TRI

SLU�AQ�

�� fUNKCIQ ��x� TOVDESTWENNO RAWNA NUL�� w �TOM SLU�AE L�BAQ OB	

RATNAQ SWQZX OBESPE�IWAET USTOJ�IWOSTX POLOVENIQ RAWNOWESIQ� W

�ASTNOSTI� MOVNO POLOVITX u�x� � ��

�� tO�KA x � � IZOLIROWANNYJ NULX FUNKCII ��x�� T�E�M � f�g� pO

DOKAZANNOMU FUNKCIQ U�x� QWLQETSQ �	NEPRERYWNOJ W B��� �� n f�g

S ZAMKNUTYMI I WYPUKLYMI ZNA�ENIQMI� sOGLASNO TEOREME ��� SU	

�ESTWUET ODNOZNA�NAQ FUNKCIQ u � C
�
B��� �� n f�g

	
� KOTORAQ PRI



��

DOOPREDELENII u��� � � OBESPE�IWAET USTOJ�IWOSTX POLOVENIQ RAW	

NOWESIQ x � ��

�� mNOVESTWO M QWLQETSQ GLADKIM MNOGOOBRAZIEM MAKSIMALXNOJ RAZ	

MERNOSTI NE WY�E n � � ��
��� s POMO�X� TEOREMY ��� ZAKL��AEM�

�TO SU�ESTWUET OBRATNAQ SWQZX u � B��� �� � U� NEPRERYWNAQ NA

MNOVESTWE B��� ��nM � OBESPE�IWA��AQ USTOJ�IWOSTX TRIWIALXNOGO

RE�ENIQ�

tEOREMA DOKAZANA�

zAME�ANIE ���� w SLU�AEM � f�g FUNKCIQ V �x� QWLQETSQ UPRAWLQE�

MOJ FUNKCIEJ lQPUNOWA ���� DLQ SISTEMY ������� T�E� DLQ WSQKOGO

x � B��� �� n f�g NAJDETSQ u � Rm TAKOE� �TO

D
rxV �x��f �x�u�

E
� 
�

sLEDOWATELXNO� ESLI OGRANI�IWA��EE MNOVESTWO U SODERVIT DOSTATO�	

NO BOLX�IE PO ABSOL�TNOJ WELI�INE UPRAWLENIQ� TO NA OSNOWANII TEO	

REMY aRTSTEJNA ��� tEOREMA ���� MOVNO UTWERVDATX� �TO SISTEMA ������

ASIMPTOTI�ESKI STABILIZIRUEMA S POMO�X� OBRATNOJ SWQZI u�x� KLASSA

C
�
B��� �� n f�g

	
�

dLQ ILL�STRACII TOGO FAKTA� �TO W USLOWIQH TEOREMY ��� NELXZQ

GARANTIROWATX �	NEPRERYWNOSTX MNOGOZNA�NOJ FUNKCII U�x� �RAWNO KAK

I NEPRERYWNOSTX ODNOZNA�NOJ FUNKCII u�x�� WO WSEJ �	OKRESTNOSTI NULQ�

RASSMOTRIM SLEDU��IJ PRIMER�

pRIMER ���� pUSTX

�x � x� signx � ux�� ������

GDE x � R� U � ���� ��� lEGKO WIDETX� �TO SISTEMA ������ UDOWLETWORQET

WSEM USLOWIQM TEOREMY ���� w KA�ESTWE FUNKCII lQPUNOWA DLQ SISTE	

MY ������ MOVNO POLOVITX V �x� � x���� TOGDA a�x� � jxj�� b�x� � x��



��

mNOGOZNA�NAQ OBRATNAQ SWQZX ������ ZAPI�ETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

U�x� �

������
������

��� �� � PRI x � 
�

������� � PRI x � 
�

������� � PRI x � 
�

iZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY ��� SLEDUET� �TO FUNKCIQ U�x� �	NEPRERYWNA

W R� A TAKVE �	NEPRERYWNA NA INTERWALAH I� � ��	� 
� I I� � �
��	��

w SOOTWETSTWII S TEOREMOJ ���� NA KAVDOM IZ �TIH INTERWALOW SU�ESTWU	

�T ODNOZNA�NYE NEPRERYWNYE SELEKTORY MNOGOZNA�NOJ FUNKCII U�x��

u� � I� � U� u� � I� � U� oDNAKO� FUNKCIQ U�x� NE QWLQETSQ �	

NEPRERYWNOJ W NULE� I DLQ NEE NE SU�ESTWUET ODNOZNA�NOGO SELEKTORA

u�x�� NEPRERYWNOGO PRI WSEH x � R� s POMO�X� NEPRERYWNYH WETWEJ

u��x�� u��x� NETRUDNO POSTROITX OBRATNU� SWQZX u�x�� OPREDELENNU� PRI

WSEH x I NEPRERYWNU� NA MNOVESTWE I� � I��

u�x� �

������
������

u��x� � PRI x � 
�


 � PRI x � 
�

u��x� � PRI x � 
�

nAPRIMER� MOVNO POLOVITX u�x� � �� signx� � � ��� ��� oTMETIM� �TO

PRI � � � STABILIZACIQ QWLQETSQ ASIMPTOTI�ESKOJ�

���� oPTIMALXNAQ STABILIZACIQ W SLU�AE USTOJ�IWOSTI PO

PRIBLIVENI� KONE�NOGO PORQDKA

������ pOSTANOWKA ZADA�I� pREDPOLOVIM� �TO SISTEMA ����� MOVET

BYTX ZAPISANA W WIDE�

�x � Ax� g�x�u�� x � Rn �n � ��� u � Rm� ������

GDE FUNKCIQ g�x�u� ANALITI�NA I EE RAZLOVENIE W RQD mAKLORENA NE

SODERVIT LINEJNYH �LENOW� pREDPOLOVIM TAKVE� �TO MATRICA A IMEET



��

q PAR �ISTO MNIMYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ �is� s � �� q �q � ��� PRI

�TOM WE�ESTWENNYE �ASTI OSTALXNYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ OTRICATELX	

NY� w KA�ESTWE KLASSA DOPUSTIMYH OBRATNYH SWQZEJ DLQ SISTEMY ������

BUDEM RASSMATRIWATX NEKOTOROE PODMNOVESTWO U MNOVESTWA ANALITI�ES	

KIH FUNKCIJ u � Rn � R
m� UDOWLETWORQ��IH USLOWI� u��� � ��

dLQ RE�ENIQ ZADA�I STABILIZACII SISTEMY ������ S POMO�X� OB	

RATNOJ SWQZI KLASSA U W NEREZONANSNOM NESU�ESTWENNO OSOBENNOM KRITI	

�ESKOM SLU�AE MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY METODY� OPISANNYE W PODRAZDE	

LE ���� a IMENNO� PUTEM PODSTANOWKI OBRATNOJ SWQZI u�x� � U S NEOPREDE	

LENNYMI KO�FFICIENTAMI W PRAWU� �ASTX SISTEMY ������ I PRIMENENIQ

PREOBRAZOWANIJ� IZLOVENNYH W PODRAZDELE ���� RE�ENIE ZADA�I STABILI	

ZACII SISTEMY ������ SWODITSQ K OPREDELENI� KO�FFICIENTOW RAZLOVENIQ

FUNKCII u�x�� ISHODQ IZ USLOWIQ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI SOOT	

WETSTWU��EJ NORMALIZOWANNOJ SISTEMY ����
�� SODERVA�EJ TOLXKO KRI	

TI�ESKIE PEREMENNYE�

�rs � Fs�r�� r�� ���� rq � u�� s � �� q� ������

GDE Fs  ODNORODNYE FUNKCII PEREMENNYH r�� r�� ���� rq STEPENI N � ��

�ISLO N HARAKTERIZUET NAIMENX�IJ PORQDOK NELINEJNYH �LENOW� WHO	

DQ�IH W NORMALXNU� FORMU UKORO�ENNOJ SISTEMY� pRAWAQ �ASTX SISTE	

MY ������ SODERVIT PARAMETRY  KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNKCII

u�x� W RQD tEJLORA� s POMO�X� ZAMENY �s � rs
� ISSLEDOWANIE USTOJ�I	

WOSTI SISTEMY ������ SWODITSQ K ISSLEDOWANI� USTOJ�IWOSTI TRIWIALX	

NOGO RE�ENIQ � � � MODELXNOJ SISTEMY

��s � �s
X

jksj��N��
� �

G�ks������ksq�
s �ks�� � � ��ksqq � s � �� q� ������

W KONUSE �s � 
� kRITERIQMI ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI SISTEMY

������ QWLQ�TSQ TEOREMA ���� �SLU�AJ N � �� I TEOREMA ���� �SLU�AJ

q � ���

pREDPOLOVIM� �TO DLQ WSQKOGO u � U� 
 U �U� �� !� TRIWIALXNOE

RE�ENIE SISTEMY ������ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO� I PRI �TOM STEPENX



�


FUNKCIJ Fs POSTOQNNA �I RAWNA N�� pREDPOLOVIM DALEE� �TO DLQ WSEH

u � U n U� STEPENX PRAWOJ �ASTI SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY ������ WY�E

LIBO RAWNAN � PRI�EM W SLU�AE RAWENSTWA NULEWOE RE�ENIE SISTEMY ������

NE QWLQETSQ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWYM�

pRI SDELANNYH PREDPOLOVENIQH DLQ L�BOGO u � U� PO TEOREME

n�n� kRASOWSKOGO I w�i� zUBOWA �TEOREMA ���
 NA S� �� � NA KAVDOM RE�E	

NII r�t� SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY ������ OPREDELENY FUNKCIONALY�

���r�t�� � lim
t���

n
t���N���jr�t�j

o
�

���r�t�� � lim
t���

n
t���N���jr�t�j

o
� ������

pRI �TOM ���r�t�� � �	� I ���r�t�� � 
 ESLI r�
� �� ��

nETRUDNO WIDETX� �TO PRI SDELANNYH WY�E PREDPOLOVENIQH DLQ L�	

BOGO u � U n U� NAJDETSQ RE�ENIE r�t� SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY �������

NA KOTOROM FUNKCIONAL �� OBRA�AETSQ W BESKONE�NOSTX� fUNKCIONALY

������ HARAKTERIZU�T ASIMPTOTI�ESKU� SKOROSTX UBYWANIQ EWKLIDOWOJ

NORMY KRITI�ESKIH PEREMENNYH� PO�TOMU DLQ ASIMPTOTI�ESKOJ MINIMI	

ZACII WOZMU�ENIJ SLEDUET RASSMATRIWATX OBRATNYE SWQZI IZ U�� PRI KO	

TORYH REALIZU�TSQ NAIMENX�IE ZNA�ENIQ FUNKCIONALOW ������� s U�ETOM

SDELANNYH PREDPOLOVENIJ POSTAWIM ZADA�U OB OPTIMALXNOJ STABILIZA	

CII� oBOZNA�IM �EREZ r�t� r��u� RE�ENIE SISTEMY ������� SOOTWETSTWU	

��EE OBRATNOJ SWQZI u � U I UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNOMU USLOWI�

r�
� r��u� � r��

oPREDELENIE ��� bUDEM GOWORITX� �TO OBRATNAQ SWQZX u� � U RE	

�AET ZADA�U OB OPTIMALXNOJ PO SKOROSTI ZATUHANIQ STABILIZACII SIS	

TEMY ������� ESLI TRIWIALXNOE RE�ENIE SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY ������

ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO� I DLQ WSQKOJ OBESPE�IWA��EJ ASIMPTOTI�ES	

KU� USTOJ�IWOSTX OBRATNOJ SWQZI u � U WYPOLNENO NERAWENSTWO�

sup
r��Rq

n
���r�t� r��u

���
o
� sup

r��Rq

n
���r�t� r��u��

o
� ����
�

uSLOWIE OPTIMALXNOSTI ����
� OZNA�AET� �TO PRI ISPOLXZOWANII OP	

TIMALXNOGO UPRAWLENIQ u��x� RE�ENIE SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY ������



�	

S NAIBOLX�EJ EWKLIDOWOJ NORMOJ UBYWAET PRI t� �	 NAIBYSTREJ�IM

IZ DOPUSTIMYH SPOSOBOW�

zAME�ANIE ���� pODOBNAQ MINIMAKSNAQ POSTANOWKA ZADA�I OB OPTI	

MALXNOJ STABILIZACII BYLA RASSMOTRENA W RABOTE k�pAJFFERA I a�q� sAW	

�ENKO ���� �BEZ KONKRETNOGO ZADANIQ FUNKCIONALOW� PRIMENITELXNO K ZA	

DA�AM PASSIWNOJ STABILIZACII PUTEM RAZMORAVIWANIQ PARAMETROW� aW	

TORAMI ���� USTANOWLENO� �TO ESLI W KRITI�ESKOM SLU�AE ODNOJ PARY

�ISTO MNIMYH KORNEJ SU�ESTWUET FUNKCIQ lQPUNOWA W WIDE MNOGO�LE	

NA �ETWERTOJ STEPENI� TO NORMA KRITI�ESKOJ KOMPONENTY RE�ENIQ POL	

NOJ SISTEMY DOPUSKAET ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE WIDA G�t����� PRI

t � �	� GDE G  KONSTANTA� OPREDELQEMAQ PRAWOJ �ASTX� SISTEMY� w

SWQZI S �TIM W CITIRUEMOJ RABOTE BYLO PREDLOVENO OPREDELQTX PARA	

METRY DINAMI�ESKOJ OBRATNOJ SWQZI� RE�A��EJ ZADA�U OB OPTIMALXNOJ

PASSIWNOJ STABILIZACII� IZ USLOWIQ MINIMALXNOSTI KONSTANTY G�

dLQ RE�ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA�I OB OPTIMALXNOJ STABILIZACII NE	

OBHODIMO WY�ISLQTX FUNKCIONALY ������ PO NA�ALXNYM USLOWIQM RE�E	

NIQ I KO�FFICIENTAM MODELXNOJ SISTEMY ������� oTMETIM� �TO OCEN	

KI ������ MOGUT BYTX POLU�ENY METODOM FUNKCIJ lQPUNOWA NEPOSRED	

STWENNO IZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY n�n� kRASOWSKOGO 	 w�i� zUBOWA ����

S� ���	����� ODNAKO W �TOJ TEOREME FUNKCIQ lQPUNOWA STROITSQ NEKON	

STRUKTIWNO�

nIVE BUDUT USTANOWLENY ZNA�ENIQ PREDELOW ������ PRI WYPOLNENII

USLOWIJ TEOREM ����� ����� w �ASTNOSTI� BUDET DOKAZANO� �TO W KRITI�ES	

KOM SLU�AE DWUH PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ ZNA�ENIQ FUNKCIONALOW �� I

�� SOWPADA�T� T�E� DLQ PRI WYPOLNENII USLOWIJ TEOREMY ���� DLQ WSQKOGO

RE�ENIQ r�t� SISTEMY ������ SU�ESTWUET PREDEL�

lim
t���

n
t���N���jr�t�j

o
�

KOTORYJ OPREDELQETSQ INWARIANTNYMI LU�AMI MODELXNOJ SISTEMY �������

pEREJDEM K IZLOVENI� �TIH REZULXTATOW�



��

������ oCENKA NORMY RE�ENIJ S POMO�X� FUNKCII lQPUNO


WA� rASSMOTRIM SLU�AJ N � �� I PREDPOLOVIM� �TO DLQ MODELXNOJ SIS	

TEMY WYPOLNEN KRITERIJ a�m� mOL�ANOWA �TEOREMA ������ w �TOM SLU�AE

DLQ UDOBSTWA ZAPISI PEREPI�EM MODELXNU� SISTEMU ������ SLEDU��IM

OBRAZOM�

��s � �s
qX

k��

ask�k� s � �� q� ������

GDE as� � G�����������
s � as� � G�����������

s � ���� asq � G�����������
s �

pOLU�IM OCENKI FUNKCIONALOW ������ NA RE�ENIQH SISTEMY ������

S POMO�X� POSTROENIQ FUNKCII lQPUNOWA DLQ SISTEMY ������ METODOM

a�m� mOL�ANOWA ����� w SOOTWETSTWII S IDEEJ RABOTY ���� BUDEM ISKATX

FUNKCI� lQPUNOWA DLQ SISTEMY ������ W WIDE

v��� � v���� �
qX

k��

�kvk���� ������

GDE v���� � �z�� �
z�
� ����

zq
q � vk���  FUNKCII lQPUNOWA GRANEJ �k � 
� REKUR	

RENTNO OPREDELQEMYE WYRAVENIQMI TIPA ������ �EREZ FUNKCII lQPUNOWA

GRANEJ MENX�IH RAZMERNOSTEJ� �ISLA �k � 
 PODBIRA�TSQ DOSTATO�NO

MALYMI DLQ POLOVITELXNOJ OPREDELENNOSTI PROIZWODNOJ dv�dt WS�DU W

KONUSE �k � 
�

mOVNO POKAZATX ����� �TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ TEOREMY ���� SU	

�ESTWUET RE�ENIE SISTEMY NERAWENSTW�

qX
k��

akj�k � ��� �j � �� j � �� �� ���� q� ������

zADADIMSQ PROIZWOLXNYM �ISLOM z � 
� pUSTX ���� ��� ���� �q�  RE�ENIE

SISTEMY ������� pOLOVIM zk � z�k���� � �� � �� � �q� � 
� pRI �TOM

v�  ODNORODNAQ FUNKCIQ STEPENI z W KONUSE �k � 
� kROME TOGO� O�E	

WIDNO� �j � �
Pq
k�� akjzk � 
 PRI j � �� �� ���� q� pOSKOLXKU FUNKCII vk

TAKVE STROQTSQ W WIDE ������� TO MOVNO S�ITATX� �TO vk  OPREDELENNO	

POLOVITELXNYE ODNORODNYE FUNKCII STEPENI z W KONUSE �k � 
� I FUNK	

CIQ v���  ODNORODNAQ OPREDELENNO	POLOVITELXNAQ FUNKCIQ PRI L�BOM



��

WYBORE �ISEL �k� wY�ISLIM PROIZWODNU� dv�dt W SILU SISTEMY ������

dv

dt
�
dv�
dt
�

qX
k��

�k
dvk
dt
� �v�

qX
j��

�j�j �
X
j�k�l

�k
	vk
	�j

ajl�j�l �

� �v�
qX

j��
�j�j �

qX
j��

�k
�dvk
dt

����
�k��

�
�
X
j�k

�k
	vk
	�j

ajk�j�k�

GDE WYRAVENIE dvk
dt

����
�k��

RAWNQETSQ PROIZWODNOJ dvk
dt � WY�ISLENNOJ W TO�KE

� � ���� ���� �k��� 
� �k��� ���� �q��

pOSKOLXKU vk  FUNKCIQ lQPUNOWA GRANI �k � 
� TO dvk
dt

����
�k��

� 


PRI � �� � �vk NE ZAWISIT OT �k�� OBOZNA�IM

&
�z�
k �

qX
j��

	vk
	�j

ajk�j �

&
�z�
k  ODNORODNAQ FUNKCIQ STEPENI z� NE ZAWISQ�AQ OT �k� S POMO�X�

KOTOROJ PROIZWODNAQ dv�dt ZAPI�ETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

dv

dt
�

qX
k��

�k��v��k � �k&
�z�
k � �

qX
k��

�k
�dvk
dt

����
�k��

�
�

dvk
dt

����
�k��

 OPREDELENNO	OTRICATELXNAQ FUNKCIQ STEPENI z � �� �k&
�z�
k 

FUNKCIQ STEPENI z � �� SLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET � � 
� TAKOE �TO

�k&
�z�
k �

dvk
dt

����
�k��

� 
 PRI �k � �k�k� �� 
�

GDE k�k� �
Pq
j�� j�jj� w KONUSE �k � �k�k� FUNKCIQ v� POLOVITELXNA PRI

� �� �� WYBEREM �ISLA �k � 
 TAK� �TOBY PRI �k � �k�k� WYPOLNQLOSX

NERAWENSTWO

�v��k � �k&
�z�
k � 
�

pRI TAKOM WYBORE �ISEL �k PROIZWODNAQ dv�dt  OPREDELENNO 	 OTRICA	

TELXNAQ ODNORODNAQ FUNKCIQ STEPENI z � � W KONUSE �k � 
� oBOZNA�IM

c� � sup
k�k���

v��z � c� � inf
k�k���

v��z�

M� � sup
k�k���

�
�

dv�dt

v�z����z

�
� M� � inf

k�k���

�
�

dv�dt

v�z����z

�
� ������



��

iNTEGRIRUQ NERAWENSTWA

�M�v
�z����z �

dv

dt
� �M�v

�z����z �

PRI ��t� �� � PRIHODIM K SLEDU��IM SOOTNO�ENIQM�

�c�M�

z
t� c�v

�
��t��

	���z���
� k��t�k� �

�c�M�

z
t� c�v

�
��t��

	���z���
� t � t��

������

pOSKOLXKU SOOTWETSTWU��IE RE�ENIQ SISTEM ������ I ������ SWQZANY SO	

OTNO�ENIEM jr�t�j� � k��t�k�� TO IZ NERAWENSTW ������ S POMO�X� PREDELX	

NOGO PEREHODA PRI t� �	 WYTEKA�T OCENKI FUNKCIONALOW ������� iTAK�

DOKAZANO SLEDU��EE UTWERVDENIE �����

lEMMA ��	� pREDPOLOVIM� �TO N � � I DLQ MODELXNOJ SISTE�

MY ������ WYPOLNENY USLOWIQ KRITERIQ a�m� mOL�ANOWA �S� 
� �� tOGDA

NA WSQKOM RE�ENII r�t� �� � SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY ������ FUNKCI�

ONALY ������ UDOWLETWORQ�T SLEDU��IM NERAWENSTWAM�


 �

vuut z

c�M�
� ���r�t�� � ���r�t�� �

vuut z

c�M�
�

GDE KONSTANTY ci�Mi OPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMI ����
� �EREZ FUNKCI�

lQPUNOWA ������ STEPENI ODNORODNOSTI z�

������ aSIMPTOTI�ESKOE INTEGRIROWANIE MODELXNOJ SISTE


MY� iSSLEDUEM HARAKTER STREMLENIQ RE�ENIJ MODELXNOJ SISTEMY ������

K OSOBOJ TO�KE � � � W SLU�AE q � � PRI WYPOLNENII KRITERIQ ASIMP	

TOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI a�m� mOL�ANOWA� nETRUDNO PROWERITX� �TO W

RASSMATRIWAEMOM SLU�AE KRITERIJ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI �KWI	

WALENTEN PERESE�ENI� USLOWIJ a�� � 
� a�� � 
 S KAKIM	NIBUDX IZ NIVE	

PERE�ISLENNYH�

a�� � a��� ������

a�� � a��� ������

a�� � a��� a�� � a��� $ � a��a�� � a��a�� � 
� ������



��

sNA�ALA RASSMOTRIM WYROVDENNYJ SLU�AJ S $ � a��a�� � a��a�� � 
� w

�TOM SLU�AE KRITERIJ USTOJ�IWOSTI TREBUET OTRICATELXNOSTX WSEH KO�F	

FICIENTOW� I� BUDEM POLAGATX� �TO a�� � ka��� a�� � ka��� k � 
�

eSLI k � � �STROKI MATRICY KO�FFICIENTOW ODINAKOWY�� TO �EREZ

KAVDU� TO�KU KWADRANTA �� � 
� �� � 
 PROHODIT USTOJ�IWYJ INWARI	

ANTNYJ LU� SISTEMY ������ I MOVNO ZAPISATX OB�EE RE�ENIE�

���t� � �
�

a�� � a��C�
�t� C��

��� ���t� � �
C�

a�� � a��C�
�t� C��

���

oBOZNA�IM

� � lim
t��

�
t
�
���t� � ���t�

	�
�

� � C�

��a�� � a��C��
�

nETRUDNO WIDETX� �TO � KAK FUNKCIQ OT C� MONOTONNA NA POLOVITELX	

NOJ POLUOSI I POLOVITELXNYE �ISLA ���a�� I ���a�� QWLQ�TSQ TO�NYMI

WERHNEJ I NIVNEJ GRANICAMI DLQ � PO WSEWOZMOVNYM NA�ALXNYM USLO	
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�I SOOTWETSTWU��EE EJ RE�ENIE SISTEMY� POLOVITELXNO USTOJ�IWA PO

lAGRANVU ��
�� S� ����

uTWERVDENIE ���� ��
�� S� ��� eSLI MNOVESTWO �PREDELXNYH TO�

�EK POLOVITELXNO USTOJ�IWOJ PO lAGRANVU TRAEKTORII L NE SODER�

VIT OSOBOJ TO�KI� TO WSE �PREDELXNYE TO�KI TRAEKTORII L LEVAT

NA ZAMKNUTOJ TRAEKTORII L�� K KOTOROJ L PRIBLIVAETSQ

PRI � � �	�

uTWERVDENIE ���� ��
�� S� ��� eSLI POLOVITELXNO USTOJ�IWAQ PO

lAGRANVU TRAEKTORIQ L SODERVIT W �ISLE SWOIH �PREDELXNYH TO�EK

ODNU OSOBU� TO�KU P I SWERH TOGO IMEET I NEOSOBYE PREDELXNYE TO�KI�

TO SU�ESTWUET NEOSOBAQ TRAEKTORIQ L�� KOTORAQ PRIMYKAET K P KAK

PRI � � �	� TAK I PRI � � �	�

uTWERVDENIE ���� ��
�� S� ��� wNUTRI PLOSKOJ OBLASTI G� OGRA�

NI�ENNOJ ZAMKNUTOJ TRAEKTORIEJ I CELIKOM PRINADLEVA�EJ OBLASTI

SU�ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI RE�ENIJ� SU�ESTWUET PO KRAJNEJ ME�

RE ODNA OSOBAQ TO�KA�

oPIRAQSX NA �TI UTWERVDENIQ� DOKAVEM SLEDU��U� LEMMU�

lEMMA ���� pUSTX q � �� I PUSTX TRIWIALXNOE RE�ENIE MODELXNOJ

SISTEMY ������ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO W KWADRANTE �� � 
� �� � 
�

tOGDA WSQKOE RE�ENIE ���t�� ���t� SISTEMY ������� LEVA�EE W KWADRANTE

�� � 
� �� � 
� STREMITSQ PRI � � �	 K NEKOTOROJ NENULEWOJ OSOBOJ

TO�KE SISTEMY �������

dOKAZATELXSTWO� pUSTX ���� �� ���� �  RE�ENIE SISTEMY ����
� IZ

POLOVITELXNOGO KWADRANTA� sOOTWETSTWU��EE EMU RE�ENIE ���t�� ���t� PO

TEOREME ���
 �S� ��� UDOWLETWORQET SLEDU��EJ STEPENNOJ OCENKE



��

PRI t� �	�

���t� � ���t� � O
�
t����N���

	
� ������

pOSKOLXKU SOOTWETSTWU��IE RE�ENIQ SISTEM ������ I ����
� SWQZANY SO	

OTNO�ENIQMI ������� TO IZ OCENKI ������ WYTEKAET� �TO TRAEKTORIQ

L � f ����� �� ���� �� � �	 � � � �	g

QWLQETSQ POLOVITELXNO USTOJ�IWOJ PO lAGRANVU� sLEDOWATELXNO� MNO	

VESTWO L�  MNOVESTWO 	PREDELXNYH TO�EK TRAEKTORII L NE PUSTO I

OGRANI�ENO� rASSMOTRIM TRI SLU�AQ�

�� mNOVESTWO L� NE SODERVIT OSOBYH TO�EK� tOGDA PO UTWERVDENI� ���

L� PREDSTAWLQET SOBOJ NEOSOBU� ZAMKNUTU� TRAEKTORI� L� SISTE	

MY ����
�� wNUTRI OBLASTI� OGRANI�ENNOJ TRAEKTORIEJ L� SU�EST	

WUET �UTWERVDENIE ���� OSOBAQ TO�KA SISTEMY� KOTORAQ PRINADLEVIT

NEKOTOROMU INWARIANTNYH LU�U� sLEDOWATELXNO� ZAMKNUTAQ TRAEKTO	

RIQ L� DOLVNA PERESEKATX INWARIANTNYJ LU� �KOTORYJ SOSTOIT IZ

NEZAMKNUTYH TRAEKTORIJ�� �TO PROTIWORE�IT SWOJSTWU EDINSTWEN	

NOSTI RE�ENIJ SISTEMY ����
��

�� mNOVESTWO L� SODERVIT BOLEE ODNOJ OSOBOJ TO�KI� wSE OSOBYE TO�KI

SISTEMY ����
� LEVAT NA INWARIANTNYH LU�AH� PRI�EM L�BOE RE�E	

NIE IZ INWARIANTNOGO LU�A STREMITSQ PRI t � �	 K EDINSTWENNOJ

OSOBOJ TO�KE� pOSKOLXKU WYRAVENIE d
d�
������� SOHRANQET ZNAK WNUT	

RI KONUSA� OGRANI�ENNOGO INWARIANTNYMI LU�AMI� TO TRAEKTORIQ L

NE MOVET PRIMYKATX K RAZLI�NYM INWARIANTNYM LU�AM� A ZNA�IT�

MNOVESTWO L� NE MOVET SODERVATX BOLEE ODNOJ OSOBOJ TO�KI�

�� mNOVESTWO L� SODERVIT ODNU OSOBU� TO�KU P � eSLI KROME TOGO� ESTX

I NEOSOBYE 	PREDELXNYE TO�KI� TO PO UTWERVDENI� ��� SU�ESTWUET

NEOSOBAQ TRAEKTORIQ L�� PRIMYKA��AQ K OSOBOJ TO�KE PRI � � �	�

eDINSTWENNOJ OSOBOJ TO�KOJ� K KOTOROJ L� MOVET PRIMYKATX PRI



��

� � �	� QWLQETSQ NA�ALO KOORDINAT� dEJSTWITELXNO� RE�ENIQ SIS	

TEMY ������ OPREDELENY NA ��T��	�� A ZNA�IT �j � �j�� �e
�����N���

OGRANI�ENY PRI � � �	 �PRI t� �T � 
�� oTS�DA WYTEKAET� �TO

�� � 
� �� � 
 PRI � � �	� s DRUGOJ STORONY� NA�ALO KOORDINAT

QWLQETSQ �KSPONENCIALXNO NEUSTOJ�IWYM UZLOM SISTEMY ����
� PO

LINEJNOMU PRIBLIVENI�� sLEDOWATELXNO� NIKAKAQ TRAEKTORIQ SIS	

TEMY ����
�� OTLI�NAQ OT NULQ� NE MOVET PRIMYKATX K NUL� PRI

� � �	� tAKIM OBRAZOM� L� n fPg � !�

iTAK� 	PREDELXNOE MNOVESTWO TRAEKTORII L SOSTOIT IZ EDINSTWENNOJ

OSOBOJ TO�KI P � T�E�
�
���� �� ���� �

	
� P �� �
� 
� PRI � � �	� lEMMA

DOKAZANA�

pOSKOLXKU SISTEMA ����
� POLU�ENA IZ ������ S POMO�X� ZAMENY �������

TO IZ LEMMY ��� SLEDUET� �TO W SLU�AE ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI

DLQ KAVDOGO NETRIWIALXNOGO RE�ENIQ MODELXNOJ SISTEMY ������ IZ PO�

LOVITELXNOGO KWADRANTA SU�ESTWU�T NE RAWNYE NUL� ODNOWREMENNO

PREDELY ������� KOTORYE UDOWLETWORQ�T SISTEME ALGEBRAI�ESKIH URAW�

NENIJ ������ �S lk WMESTO "�k� PRI ZNA�ENII PARAMETRA E � ����N � ���

s DRUGOJ STORONY� KAVDOE NEOTRICATELXNOE RE�ENIE SISTEMY ������

PRI E � ����N � �� SOOTWETSTWUET ZNA�ENIQM PREDELOW ������ NA RE	

�ENII SISTEMY ������ IZ SOOTWETSTWU��EGO USTOJ�IWOGO INWARIANTNOGO

LU�A� CLEDOWATELXNO� WERHNQQ GRANICA FUNKCIONALOW ������ MOVET BYTX

WY�ISLENA S POMO�X� SISTEMY ������� pRIWEDENNYE RASSUVDENIQ DOKA	

ZYWA�T SLEDU��U� TEOREMU �����

tEOREMA ���� pREDPOLOVIM� �TO TRIWIALXNOE RE�ENIE MODELXNOJ

SISTEMY ������ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO W KWADRANTE �� � 
� �� � 
�

q � �� tOGDA DLQ WSQKOGO RE�ENIQ r�t� SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY ������

SU�ESTWUET KONE�NYJ PREDEL

���r�t�� � ���r�t�� � lim
t���

n
t���N���jr�t�j

o
�
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pRI �TOM

�� � sup
r����R�

n
���r�t��

o
� sup

q
"�� � "�� � ������

GDE WERHNQQ GRANICA W PRAWOJ �ASTI RAWENSTWA ������ BERETSQ PO WSE�

WOZMOVNYM RE�ENIQM "�� � 
� "�� � 
 SISTEMY ALGEBRAI�ESKIH URAWNE�

NIJ ������ PRI E � � �
N��� l �

N��
� �

iTAK� W KRITI�ESKOM SLU�AE DWUH PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ RE�ENIE

ZADA�I OB OPTIMALXNOJ �W SMYSLE OPREDELENIQ ���� STABILIZACII SWEDENO

K ZADA�E O NAHOVDENII DOPUSTIMOJ OBRATNOJ SWQZI u � U�� MINIMIZIRU�	

�EJ ZNA�ENIE ������� KOTOROE KONSTRUKTIWNO OPREDELQETSQ PO KO�FFICIEN	

TAM SOOTWETSTWU��EJ MODELXNOJ SISTEMY �A ZNA�IT� I PO KO�FFICIENTAM

RAZLOVENIQ OBRATNOJ SWQZI��

w �ASTNOSTI� ESLI N � �� TO SISTEMA ������ RASPADAETSQ NA TRI SIS	

TEMY LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ� I DLQ WY�ISLENIQ ZNA�ENIQ

�� PO KO�FFICIENTAM MODELXNOJ SISTEMY ������ DOSTATO�NO RASSMOTRETX

MAKSIMUM WYRAVENIQ "��� "�� NA RE�ENIQH �TIH LINEJNYH SISTEM� tAKIM

OBRAZOM� W SLU�AE N � �� q � � IMEET MESTO RAWENSTWO�

�
��
	�
� max

�
�
�

a��
��

�

a��
�
a�� � a�� � a�� � a��

a��a�� � a��a��

�
� ������

GDE POSLEDNEE WYRAVENIE W FIGURNYH SKOBKAH U�ITYWAETSQ TOLXKO PRI

USLOWII SU�ESTWOWANIQ USTOJ�IWOGO INWARIANTNOGO LU�A� PROHODQ�EGO

STROGO WNUTRI KWADRANTA �� � 
� �� � 
� T�E� PRI WYPOLNENII ODNOGO IZ

SLEDU��IH USLOWIJ

�a�� � a��� a�� � a��� a��a�� � a��a�� � 
� ������

�a�� � a��� a�� � a���� ������

zAMETIM� �TO WYRAVENIE ������ I USLOWIQ ������� ������ MOGUT BYTX POLU	

�ENY S POMO�X� TEOREMY ����

dLQ ILL�STRACII PRIMENENIQ FORMUL ������� ������ W ZADA�AH OPTI	

MALXNOJ STABILIZACII RASSMOTRIM SLEDU��IJ PRIMER�
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pRIMER ���� pUSTX ZADANA SISTEMA
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�y� � �x� �
�
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y��x�

� � y�
���

�

�
y�u�� ������

GDE �� �  NENULEWYE WE�ESTWENNYE KONSTANTY� tAKIM OBRAZOM� PRI

L�BOM UPRAWLENII S OBRATNOJ SWQZX� KLASSA C� DLQ SOOTWETSTWU��EJ

ZAMKNUTOJ SISTEMY IMEET MESTO KRITI�ESKIJ SLU�AJ DWUH PAR �ISTO

MNIMYH KORNEJ� w KA�ESTWE KLASSA U DOPUSTIMYH OBRATNYH SWQZEJ DLQ

SISTEMY ������ BUDEM RASSMATRIWATX MNOVESTWO FUNKCIJ WIDA

u� � ��x�
� � y�

��� u� � ��x�
� � y�

��� ������

GDE KONSTANTY �� � STESNENY OGRANI�ENIQMI �� � � � ��� �� � � � ���

pODSTAWLQQ OBRATNU� SWQZX ������ W PRAWU� �ASTX SISTEMY ������� S PO	

MO�X� ZAMENY PEREMENNYH

xs � rs cos �s� ys � rs sin �s� s � �� �

POLU�IM SLEDU��U� SISTEMU�

�r� � �
�

�
r��r�

� � �r�
��� �r� � �

�

�
r���r�

� � r�
���

��� � �� ��� � ��

oTS�DA PUTEM ZAMENY �s � rs� PRIHODIM K MODELXNOJ SISTEME�

��� � ������ � �����

��� � ������� � ���� ������

nEOBHODIMYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI

RE�ENIQ �� � �� � 
 MODELXNOJ SISTEMY ������ W KONUSE �� � 
� �� � 


OPISYWA�TSQ NERAWENSTWAMI ������	������� oBOZNA�IM

M� � f��� �� � � � �� � � �� �� � �g�
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M� � f��� �� � � � � ILI � � �g�

w SOOTWETSTWII S NERAWENSTWAMI ������	������� TRIWIALXNOE RE�ENIE QWLQ	

ETSQ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWYM TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA

��� �� � M� � M� �W PLOSKOSTI PARAMETROW �� � USTOJ�IWYE SISTEMY

LEVAT WY�E OTRICATELXNOJ WETWI GIPERBOLY �� � ���

tAKIM OBRAZOM� NEOBHODIMYM I DOSTATO�NYM USLOWIEM RAZRE�IMOS	

TI ZADA�I STABILIZACII W KLASSE U QWLQETSQ USLOWIE ���� ��� �M� �M��

oBOZNA�IM �EREZ U� � U MNOVESTWO DOPUSTIMYH UPRAWLENIJ� DLQ KOTO	

RYH ��� �� �M��M�� sOGLASNO TEOREME ���� DLQ WSQKOGO u � U� ZNA�ENIE

WELI�INY ������ OPREDELQETSQ INWARIANTNYMI LU�AMI MODELXNOJ SISTE	

MY� wY�ISLQQ ������ �EREZ KO�FFICIENTY MODELXNOJ SISTEMY ������� BU	

DEM IMETX�

��� �

���
���

��	�

��	
 � PRI ��� �� �M��

�� PRI ��� �� �M��
������

nETRUDNO POKAZATX� �TO PRI ��� �� �M� WYPOLNENY NERAWENSTWA

f��� �� �
�� � � �

� � ��
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	�
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�

	f��� ��

	�
� 
�

�TO OZNA�AET� �TO W OBLASTI M� FUNKCIQ ������ MONOTONNO UBYWAET PO �

PRI FIKSIROWANNOM � �I PO � PRI FIKSIROWANNOM ��� KROME TOGO LEGKO

WIDETX� �TO

inf
�	�
��M�

�� � ��

iTAK� ESLI ���� ��� � M� �M�� TO ZADA�A OB OPTIMALXNOJ �W SMYS	

LE OPREDELENIQ ���� STABILIZACII DLQ SISTEMY ������ RE�AETSQ W KLAS	

SE U � PRI �TOM OPTIMALXNYMI QWLQ�TSQ ZNA�ENIQ PARAMETROW � � ���

� � ��� eSLI ���� ��� �M�� TO ZADA�A OB OPTIMALXNOJ STABILIZACII IME	

ET EDINSTWENNOE RE�ENIE� eSLI VE ���� ��� � M�� TO RE�ENIE� WOOB�E

GOWORQ� NEEDINSTWENNO �WSQKAQ OBRATNAQ SWQZX S PARAMETRAMI IZ MNOVES	
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TWA
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���� ���� ���� ���

	
�M� UDOWLETWORQET USLOWI� OPTIMALXNOSTI ����
��

PRI �TOM OPTIMALXNOE ZNA�ENIE WELI�IN ������ RAWNO EDINICE��

��	� wYWODY

w RAZDELE � ISSLEDOWALISX ZADA�I STABILIZACII NELINEJNYH AWTO	

NOMNYH SISTEM S POMO�X� UPRAWLENIQ S OBRATNOJ SWQZX� WIDA u � u�x��

pERE�ISLIM OSNOWNYE REZULXTATY �TIH ISSLEDOWANIJ�

�� w PODRAZDELE ��� POLU�ENY USLOWIQ LOKALXNOJ DOSTIVIMOSTI �LEM	

MY ���� ���	���� I LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI �LEMMA ���� W TERMI	

NAH ORIENTIROWANNYH MNOGOOBRAZIJ� RASPROSTRANQ��IE REZULXTATY

a�m� kOWAL�EWA ���� gL� ���� ���� NA LOKALXNYJ SLU�AJ�

�� nA OSNOWE REZULXTATOW PODRAZDELA ��� I APPARATA DIFFERENCIALX	

NYH WKL��ENIJ W PODRAZDELE ��� DOKAZANA TEOREMA ���� SOGLASNO KOTO	

ROJ WSQKAQ SISTEMA� OBLADA��AQ SWOJSTWOM LOKALXNOJ DOSTIVIMOS	

TI �UPRAWLQEMOSTI�� QWLQETSQ NEASIMPTOTI�ESKI STABILIZIRUEMOJ

S POMO�X� RAZRYWNOJ OBRATNOJ SWQZI� pRI �TOM RE�ENIQ SISTEMY

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S RAZRYWNOJ PRAWOJ �ASTX� OPREDELQ	

�TSQ PO a�f� fILIPPOWU� pRIWEDENNYE PRIMERY �SISTEMA bROKET	

TA ����� I PRIMER ���� POKAZYWA�T� �TO W OB�EM SLU�AE UTWERVDENIE

TEOREMY ��� NE MOVET BYTX USILENO�

�� w PODRAZDELE ��� DLQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTEMY DOKAZANA TE	

OREMA ��� O HARAKTERE MNOVESTWA TO�EK RAZRYWA FUNKCII OBRATNOJ

SWQZI� OBESPE�IWA��EJ NEASIMPTOTI�ESKU� STABILIZACI� W USLOWI	

QH TEOREMY ���� iZ TEOREMY ��� SLEDUET� �TO MNOVESTWO TO�EK RAZRY	

WA ISKOMOJ OBRATNOJ SWQZI NE MOVET BYTX �SLI�KOM BOLX�IM�� T�E�

ONO ZAWEDOMO SODERVITSQ W NEKOTOROM GLADKOM MNOGOOBRAZII RAZMER	

NOSTI NE WY�E n � ��



�


�� w PODRAZDELE ��� POSTAWLENA ZADA�A OB OPTIMALXNOJ PO SKOROSTI ZA	

TUHANIQ STABILIZACII �OPREDELENIE ����� dLQ KRITI�ESKOGO SLU�AQ

q PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ DOKAZANA LEMMA ���� S POMO�X� KOTO	

ROJ MOGUT BYTX POSTROENY OCENKI NEINTEGRALXNYH FUNKCIONALOW

KA�ESTWA ������� WHODQ�IH W USLOWIE OPTIMALXNOSTI ����
��

�� dLQ KRITI�ESKOGO SLU�AQ DWUH PAR �ISTO MNIMYH KORNEJ POLU�ENY

ASIMPTOTI�ESKIE OCENKI RE�ENIJ MODELXNOJ SISTEMY PRI t � �	

�TEOREMY ���� ��� I LEMMA ����� oTMETIM� �TO S POMO�X� TEORE	

MY ��� MOGUT BYTX NAJDENY PREDELY ������ W ZAWISIMOSTI OT NA	

�ALXNYH USLOWIJ� tEOREMA ��� SWODIT RE�ENIE POSTAWLENNOJ ZADA	

�I OB OPTIMALXNOJ STABILIZACII K MINIMIZACII WELI�INY �������

KONSTRUKTIWNO WY�ISLQEMOJ �EREZ RE�ENIQ WSPOMOGATELXNOJ ALGEB	

RAI�ESKOJ SISTEMY� tAKOE SWEDENIE PROILL�STRIROWANO S POMO�X�

PRIMERA ����
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razdel IV

stabilizaciq po otno�eni� k �asti peremennyh

kAK BYLO OTME�ENO W OBZORE w�i� wOROTNIKOWA ��� S� ���� W ZADA�E O

STABILIZACII PO �ASTI PEREMENNYH OSNOWNOJ PROBLEMOJ QWLQETSQ RAZRA	

BOTKA KONSTRUKTIWNYH SPOSOBOW POSTROENIQ STABILIZIRU��IH ZAKONOW

UPRAWLENIQ� KAK DLQ DOSTATO�NO OB�IH� TAK I DLQ KONKRETNYH SISTEM�

dLQ RE�ENIQ �TOJ PROBLEMY PREDSTAWLQETSQ CELESOOBRAZNYM ISPOLXZO	

WATX UNIWERSALXNYE METODY� PRIMENQEMYE W ZADA�AH STABILIZACII PO

WSEM PEREMENNYM�

oDNIM IZ �FFEKTIWNYH METODOW ISSLEDOWANIQ W ZADA�AH STABILI	

ZACII PO WSEM PEREMENNYM QWLQETSQ METOD �UPRAWLQEMYH FUNKCIJ lQ	

PUNOWA� ��� ��� ���� nAPOMNIM ����� �TO UPRAWLQEMOJ FUNKCIEJ lQPU	

NOWA DLQ AWTONOMNOJ SISTEMY ����� W OKRESTNOSTI NULQ B NAZYWAETSQ

TAKAQ OPREDELENNO	POLOVITELXNAQ FUNKCIQ V �x�� DLQ KOTOROJ PRI WSEH

x � B n f�g WYPOLNENO NERAWENSTWO�
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w RABOTE ��� DOKAZANA �KWIWALENTNOSTX SWOJSTWA STABILIZIRUEMOSTI AWTO	

NOMNOJ SISTEMY I SU�ESTWOWANIQ U NEE UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA�

ESLI W KA�ESTWE DOPUSTIMYH OBRATNYH SWQZEJ RASSMATRIWATX NEPRERYW	

NYE W B n f�g OBOB�ENNYE �relaxed� OBRATNYE SWQZI u�x�� w �ASTNOM

SLU�AE� DLQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTEMY SPRAWEDLIWO SLEDU��EE

UTWERVDENIE�

tEOREMA aRTSTEJNA� ��� pUSTX U 	 WYPUKLOE MNOVESTWO� dLQ

STABILIZIRUEMOSTI SISTEMY ������ S POMO�X� OBRATNOJ SWQZI u�x�

KLASSA C�Rnnf�g� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY W NEKOTOROJ OKREST�

NOSTI NULQ B SU�ESTWOWALA UPRAWLQEMAQ FUNKCIQ lQPUNOWA V �x�� kRO�

ME TOGO� SISTEMA GLOBALXNO STABILIZIRUEMA� ESLI I TOLXKO ESLI MOVNO

WYBRATX B � Rn I V �x��	 PRI jxj � 	�



��

eSLI SISTEMA ����� NE QWLQETSQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI�� TO UTWERV	

DENIE TEOREMY aRTSTEJNA� WOOB�E GOWORQ� NE MOVET BYTX USILENO DO SU	

�ESTWOWANIQ OBRATNOJ SWQZI KLASSA C�Rnnf�g�� w KA�ESTWE PRIMERA RAS	

SMOTRIM WPOLNE UPRAWLQEMU� SISTEMU� PRIWEDENNU� W RABOTE ��
��

�x� � u�u�� �x� � u�u�� �x� � u�u�� �����

lEGKO WIDETX� �TO FUNKCIQ V �x� � x�
� � x�

� � x�
� QWLQETSQ UPRAWLQEMOJ

FUNKCIEJ lQPUNOWA DLQ SISTEMY ������ oDNAKO� SISTEMA ����� NE QWLQET	

SQ STABILIZIRUEMOJ S POMO�X� OBRATNOJ SWQZI u�x� KLASSA C�Rn n f�g��

POSKOLXKU ONA NE UDOWLETWORQET NEOBHODIMOMU USLOWI� bROKETTA  TEO	

REME ���� dEJSTWITELXNO� DLQ L�BOGO � �� 
 SISTEMA ALGEBRAI�ESKIH URAW	

NENIJ

�u�u�� u�u�� u�u��
T � �
� �� ��T

NE RAZRE�IMA OTNOSITELXNO u� T�E� USLOWIE bROKETTA NE WYPOLNENO�

sLEDUET OTMETITX� �TO DOKAZATELXSTWO TEOREMY aRTSTEJNA W ��� NO	

SIT NEKONSTRUKTIWNYJ HARAKTER� w RABOTE ���� DLQ SLU�AQ SISTEMY ������

S ODNOMERNYM UPRAWLENIEM �m � �� METODOM DINAMI�ESKOGO PROGRAM	

MIROWANIQ bELLMANA POSTROENA STABILIZIRU��AQ OBRATNAQ SWQZX� PRI

USLOWII SU�ESTWOWANIQ UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA V �x�� pREDLO	

VENNAQ OBRATNAQ SWQZX IMEET WID�

u��x� � �
a�

q
a� � b�

�

b�
PRI b� �� 
� u��x� � 
 PRI b� � 
� �����

GDE FUNKCII a� b� OPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMI ������� sTABILIZIRU��AQ

FORMULA TIPA ����� OBOB�ENA NA SLU�AJ PROIZWOLXNOJ RAZMERNOSTI m W

STATXQH ���� ����

w DANNOM RAZDELE DISSERTACII WWODITSQ OPREDELENIE UPRAWLQEMYH

FUNKCIJ lQPUNOWA PO �ASTI PEREMENNYH� s POMO�X� FUNKCIJ TAKOGO

TIPA BUDUT PREDLOVENY KONSTRUKTIWNYE SPOSOBY POSTROENIQ UPRAWLE	

NIQ S OBRATNOJ SWQZX�� RE�A��EGO ZADA�U O �ASTI�NOJ STABILIZACII

NELINEJNOJ SISTEMY�



��

����pOSTROENIE OBRATNOJ SWQZI S POMO�X� UPRAWLQEMOJ FUNK


CII lQPUNOWA PO �ASTI PEREMENNYH

rASSMOTRIM NEAWTONOMNU� SISTEMU�

�x � f�t�x�u�� x � Rn� u � U� Rm� �����

sISTEMA ����� RASSMATRIWAETSQ NA PROMEVUTKE WREMENI I � �
��	��

pREDPOLAGAETSQ� �TO � � U� f �t����� � � PRI WSEH t � I� zAPI�EM FAZO	

WYJ WEKTOR SISTEMY W WIDE

x � �y�� ���� yn�� z�� ���� zn��
T �

�
yT � zT

	T
� n� � n� � n�

tOGDA SISTEMA ����� PRIMET WID

�y � Y �t�y� z�u�� �z � Z�t�y� z�u�� �����

bUDEM PREDPOLAGATX� �TO Y �t��� z��� � � DLQ WSEH t � I� z � Rn�� FUNK	

CII Y � Z PREDPOLAGA�TSQ NEPRERYWNYMI NA MNOVESTWE D �U� GDE

D � f�t�y� z� � t � I� jyj � H� z � Rn�g� �H � const � 
�� �����

kROME TOGO� WS�DU W DALXNEJ�EM BUDEM PREDPOLAGATX� �TO RE�ENIQ SIS	

TEMY ����� z	PRODOLVIMY� T�E� DLQ WSQKOJ IZMERIMOJ FUNKCII

u�t� � I � U L�BOE RE�ENIE x�t� SISTEMY ����� OPREDELENO PRI WSEH

t � I� DLQ KOTORYH jy�t�j � H � pOD ZADA�EJ STABILIZACII SISTEMY �����

PO PEREMENNYM y BUDEM PONIMATX ZADA�U NAHOVDENIQ OBRATNOJ SWQZI

u � D� U� u�t��� z� � ��

KOTORAQ OBESPE�IWAET RAWNOMERNU� ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX MNO	

VESTWA M � fx � y � �g DLQ SISTEMY

�x � f �t�x�u�t�x�� �����

W SMYSLE OPREDELENIQ ���� �S� �� ��



��

pUSTX V �t�x�  FUNKCIQ KLASSA C��I � R
n�� oBOZNA�IM �EREZ

�V �t�x�u� EE PROIZWODNU� W SILU SISTEMY ������ ������

�V �t�x�u� �
	V �t�x�

	t
�
D
rxV �t�x��f�t�x�u�

E
�

wWEDEM SLEDU��IE OPREDELENIQ�

oPREDELENIE ���� fUNKCIQ V �t�x� � C��D� NAZYWAETSQ UPRAWLQE�

MOJ FUNKCIEJ lQPUNOWA PO PEREMENNYM y DLQ SISTEMY ������ ESLI ONA

UDOWLETWORQET SLEDU��IM USLOWIQM�

c��jyj� � V �t�x� � c��jyj��

�t�x� � D � inf
u�U

�V �t�x�u� � ���jyj�� �����

GDE c�� c�� � � K� K  KLASS FUNKCIJ hANA �OPREDELENIE ���
��

oPREDELENIE ���� bUDEM GOWORITX� �TO FUNKCIQ lQPUNOWA

V �t�x� � C��D� UDOWLETWORQET SWOJSTWU MALOSTI UPRAWLENIQ� ESLI DLQ

L�BYH � � 
� t� � 
� x� �M � fx � y � �g NAJDETSQ TAKAQ �	OKRESTNOSTX

B�t��x�� �� TO�KI �t��x��� �TO

�t�x� � B�t��x�� �� �D � inf
juj�

�V �t�x�u� � ���jyj�� � � K� �����

zAME�ANIE 
��� eSLI PRAWAQ �ASTX SISTEMY ����� NEPRERYWNA W D�

OGRANI�ENA I UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA PO x� TO SPRAWEDLIWA TE	

OREMA ���� �S� �� �� sLEDOWATELXNO� ESLI WYPOLNENY SLEDU��IE USLOWIQ�

�� RAWNOMERNAQ ASIMPTOTI�ESKAQ USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M SISTEMY

����� OBESPE�IWAETSQ OBRATNOJ SWQZX� u�t�y� z� � C�D�� UDOWLETWO	

RQ��EJ USLOWI� lIP�ICA PO �y� z� W D�

�� FUNKCII Y �t�y� z�u�� Z�t�y� z�u� UDOWLETWORQ�T USLOWI� lIP�ICA

PO �y� z�u� NA WSQKOM MNOVESTWE WIDA D�U�� GDEU� 
 U KOMPAKT�

TO DLQ SISTEMY ����� SU�ESTWUET UPRAWLQEMAQ FUNKCIQ lQPUNOWA PO PE	

REMENNYM y� kAK OTME�ENO W MONOGRAFII w�w� rUMQNCEWA I a�s� oZIRA	

NERA ���� S����� TEOREMY METODA FUNKCIJ lQPUNOWA OB ASIMPTOTI�ESKOJ



��

y	USTOJ�IWOSTI OSOBOJ TO�KI x � � WOOB�E GOWORQ NEOBRATIMY BEZ DO	

POLNITELXNYH PREDPOLOVENIJ OTNOSITELXNO OBLASTI y	PRITQVENIQ�pO�	

TOMU NEOBHODIMYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ �ASTI�NOJ STABILIZIRUEMOSTI

MOGUT BYTX OPISANY W TERMINAH UPRAWLQEMYH FUNKCIJ lQPUNOWA DLQ

ZADA�I STABILIZACII MNOVESTWA fx � y � �g� A NE RE�ENIQ x � ��

pREDPOLOVIM� �TO SISTEMA ����� IMEET UPRAWLQEMU� FUNKCI� lQ	

PUNOWA V �t�x�� tOGDA� W SILU NERAWENSTWA ����� WSQKIM �t�x� � D MO	

VET BYTX POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE UPRAWLENIE u � u�t�x�� PRI KOTO	

ROM FORMALXNO WY�ISLENNAQ PROIZWODNAQ �V �t�x�u�t�x�� QWLQETSQ OTRI	

CATELXNO 	 OPREDELENNOJ FUNKCIEJ PO PEREMENNYM y� oDNAKO� PRI TAKOJ

OBRATNOJ SWQZI PRAWAQ �ASTX SISTEMY ����� QWLQETSQ� WOOB�E GOWORQ� RAZ	

RYWNOJ FUNKCIEJ�w �TOM SLU�AE BUDEM OPREDELQTX RE�ENIE SISTEMY �����

S RAZRYWNOJ PRAWOJ �ASTX� W SMYSLE a�f� fILIPPOWA �OPREDELENIE ����

S� �
 ��

eSLIU KOMPAKT� TO DLQ WSQKOGO OGRANI�ENNOGO MNOVESTWA D� � D

FUNKCIQ f �t�x�u� OGRANI�ENA NA D� � U W SILU EE NEPRERYWNOSTI� tA	

KIM OBRAZOM� W SLU�AE KOMPAKTNOSTI U PRAWAQ �ASTX SOOTWETSTWU��EGO

DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ����� UDOWLETWORQET OSNOWNYM USLOWIQM

�S� �� �� OBESPE�IWA��IM SU�ESTWOWANIE �I PRODOLVIMOSTX DO WYHODA

NA GRANICU D ILI NEOGRANI�ENNO� RE�ENIJ ZADA�I kO�I S NA�ALXNYMI

USLOWIQMI x�t�� � intD� t� � 
�

dLQ NELINEJNOJ SISTEMY ����� IMEET MESTO SLEDU��AQ TEOREMA O STA	

BILIZACII W SMYSLE DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ �����

tEOREMA ���� pUSTX U 	 KOMPAKT� I PUSTX DLQ SISTEMY �
�
�

SU�ESTWUET UPRAWLQEMAQ FUNKCIQ lQPUNOWA V �t�x� PO PEREMENNYM y�

tOGDA SU�ESTWUET �WOOB�E GOWORQ� RAZRYWNAQ� OBRATNAQ SWQZX

u�t�y� z� � D � U� u�t��� z� � �� OBESPE�IWA��AQ RAWNOMERNU� ASIMP�

TOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M � fx � y � �g� pRI �TOM

RE�ENIQ SISTEMY �
��� OPREDELQ�TSQ PO a�f� fILIPPOWU �OPREDELE�

NIE ����� eSLI� KROME TOGO� D � I � Rn I V �t�x� � 	 PRI jyj � 	



��

RAWNOMERNO PO �t� z� � I � Rn�� TO UKAZANNAQ OBRATNAQ SWQZX OBESPE�I�

WAET RAWNOMERNU� ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX M W CELOM�

dOKAZATELXSTWO� dLQ PROIZWOLXNYH �t�x� � D NIVNQQ GRANICA

W ����� DOSTIGAETSQ NA NEKOTOROM u � U W SILU KOMPAKTNOSTI U� sLEDOWA	

TELXNO� SU�ESTWUET FUNKCIQ u � D� U� u�t��� z� � �� UDOWLETWORQ��AQ

NERAWENSTWU�

�V �t�x�u�t�x�� � ���jyj�� �t�x� � D� � � K�

dLQ PROIZWOLXNYH FIKSIROWANNYH �t��x�� � D OPREDELIM MNOVESTWO

H�t��x�� KAK MNOVESTWO WSEH PREDELXNYH ZNA�ENIJ FUNKCII f �t�x�u�t�x��

PRI �t�x� � �t��x��� DOPOLNENNOE ZNA�ENIEM f�t��x��u�t��x���� w SILU

NEPRERYWNOSTI FUNKCIJ �V �t�x�u�� ��jyj� WYPOLNENO SLEDU��EE NERAWEN	

STWO�

	V �t��x��

	t
�
D
rxV �t��x���p

E
� ���jy�j�� p � H�t��x���

oTS�DA S POMO�X� OPREDELENIQ WYPUKLOGO MNOVESTWA WYTEKAET NERAWEN	

STWO�

�V ��t�x� �
	V �t�x�

	t
� sup

p�coH�t�x�

D
rxV �t�x��p

E
� ���jyj�� �t�x� � D�

�����

fUNKCIQ �V ��t�x� QWLQETSQ WERHNEJ OCENKOJ DLQ �V
�
t�x�t��u�t�x�t��

	
NA RE	

�ENIQH SOOTWETSTWU��EGO DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ����� ���� S� �����

dOKAZATELXSTWO TEOREMY ���� �S� �� �� PROWEDENNOE W MONOGRAFII �����

OSTAETSQ SPRAWEDLIWYM I DLQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ �PRI IS	

POLXZOWANII OCENKI �V ��t�x� WMESTO �V �� tAKIM OBRAZOM� NA OSNOWANII NE	

RAWENSTWA ����� I TEOREMY ���� IMEET MESTO RAWNOMERNAQ ASIMPTOTI�ES	

KAQ USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M �W CELOM� ESLI V �t�x��	 PRI jyj � 	

RAWNOMERNO PO �t� z��� tEOREMA DOKAZANA�

w DALXNEJ�EM BUDEM PREDPOLAGATX� �TO SISTEMA ����� LINEJNA PO

UPRAWLENI�� T�E� SISTEMA ����� MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE

�x � f ��t�x� �
mX
i��

uif i�t�x�� ����
�



��

w �TOM SLU�AE PROIZWODNAQ �V �t�x�u� ZAPISYWAETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

�V �t�x�u� � a�t�x� �
mX
i��

uibi�t�x��

GDE

a�t�x� �
	V �t�x�

	t
�

nX
j��

	V �t�x�

	xj
f�j�t�x��

bi�t�x� �
nX

j��

	V �t�x�

	xj
fij�t�x�� i � ��m� ������

b�t�x� �
�
b��t�x�� b��t�x�� ���� bm�t�x�

	
�

tEOREMA ���� ���� pUSTX DLQ SISTEMY �
���� SU�ESTWUET UPRAW�

LQEMAQ FUNKCIQ lQPUNOWA V �t�x� PO PEREMENNYM y� UDOWLETWORQ��AQ

SWOJSTWU MALOSTI UPRAWLENIQ� I PUSTX U � R
m� tOGDA SU�ESTWUET

OBRATNAQ SWQZX u�t�y� z� � C�D�� u�t��� z� � �� OBESPE�IWA��AQ RAWNO�

MERNU� ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M � fx � y � �g�

uKAZANNAQ OBRATNAQ SWQZX ZADAETSQ SLEDU��IM WYRAVENIEM�

ui�t�x� �

�������
�������


 � b � ��

� bi
jbj�

�
a�

q
a� � jbj�

�
� b �� �� �

q
a� � jbj� � ��jyj��

� bi
�jbj�

�
�a � ��jyj�

�
� INA�E�

i � ��m�

������

GDE FUNKCII a�t�x�� b�t�x� OPREDELQ�TSQ IZ �
����� � � K � L�BAQ FUNK�

CIQ hANA� UDOWLETWORQ��AQ NERAWENSTWAM �
���� �
���� eSLI� KROME TO�

GO� D � I�Rn I V �t�x��	 PRI jyj � 	 RAWNOMERNO PO �t� z� � I�Rn��

TO UPRAWLENIE �
���� OBESPE�IWAET RAWNOMERNU� ASIMPTOTI�ESKU�

USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M W CELOM�

dOKAZATELXSTWO�wY�ISLIM PROIZWODNU� �V
�
t�x�u�t�x�

	
W SILU SIS	

TEMY ����
�� ISPOLXZUQ OBRATNU� SWQZX �������

�V
�
t�x�u�t�x�

	
�

������
������

a�t�x� � b � ��

�
q
a�t�x�� � jb�t�x�j� � b �� �� �

q
a� � jbj� � ��jyj��

��
���jyj� � INA�E�

������



��

pOSKOLXKU V �t�x� QWLQETSQ UPRAWLQEMOJ FUNKCIEJ lQPUNOWA PO PEREMEN	

NYM y� TO DLQ WSEH �t�x� IZ MNOVESTWA

S � f�t�x� � b�t�x� � �� �t�x� � Dg

WYPOLNENO NERAWENSTWO �V �t�x�u�t�x�� � ���jyj� � ��
���jyj�� SLEDOWA	

TELXNO� IZ ������ WYTEKAET NERAWENSTWO

�V �t�x�u�t�x�� � �
�

�
��jyj�� �t�x� � D� ������

nETRUDNO WIDETX� �TO OBRATNAQ SWQZX ������ NEPRERYWNA W KAVDOJ TO�	

KE MNOVESTWA D n S� tAKIM OBRAZOM� DLQ DOKAZATELXSTWA NEPRERYWNOSTI

u�t�x� W D DOSTATO�NO POKAZATX� �TO

�t��x�� � S � lim
�t�x�� �t��x��

�t�x� � D n S

ju�t�x�j � 
�

rASSMOTRIM DWA SLU�AQ�

�� y� �� �� w SILU TOGO� �TO V �t�x�  UPRAWLQEMAQ FUNKCIQ lQPUNO	

WA PO y� b�t��x�� � �� ZAKL��AEM� �TO a�t��x�� � ���jy�j� � 
� I

�
q
a� � jbj� � ��jyj� W DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI �t��x�� BLAGO	

DARQ NEPRERYWNOSTI FUNKCIJ a�t�x�� bi�t�x�� ��jyj�� a ZNA�IT� PRI

�t�x� �� S IMEET MESTO PREDSTAWLENIE

ju�t�x�j �
a�t�x� �

q
a�t�x�� � jb�t�x�j�

jb�t�x�j
�
jb�t�x�j�

� ja�t�x�j
� o

�jb�t�x�j�
ja�t�x�j

�
�

oTS�DA SLEDUET� �TO ju�t�x�j � 
 PRI b�t�x� � � �T�E� PRI

�t�x�� �t��x����

�� y� � �� pO SWOJSTWU MALOSTI UPRAWLENIQ DLQ L�BOGO � � 
 SU�EST	

WUET TAKOE ���� � 
� �TO DLQ WSEH �t�x� � B�t��x�� �� � D NAJDETSQ

u � juj � �� UDOWLETWORQ��EE NERAWENSTWU

a�t�x� �
mX
i��

uibi�t�x� � �
�

�
��jyj��
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oTS�DA S POMO�X� NERAWENSTWA kO�I 	 bUNQKOWSKOGO POLU�AEM�

a�t�x�� �jb�t�x�j � �
�

�
��jyj��

ILI

�a�t�x� � ��jyj�

� jb�t�x�j
� � PRI �t�x� � B�t��x�� �� �D� b�t�x� �� �� ������

eSLI �
q
a�t�x�� � jb�t�x�j� � ��jyj�� TO ISPOLXZOWANIE NERAWENSTWA

������ W ������ DAET

ju�t�x�j �
�a�t�x� � ��jyj�

� jb�t�x�j
� � PRI �t�x� � B�t��x�� ���D� b�t�x� �� ��

oSTAETSQ RASSMOTRETX SLU�AJ� KOGDA �
q
a�t�x�� � jb�t�x�j� � ��jyj��

pUTEM PRIMENENIQ O�EWIDNOGO NERAWENSTWA
q
a� � jbj� � jaj � jbj�

UBEVDAEMSQ W TOM� �TO ju�t�x�j � jb�t�x�j PRI a�t�x� � 
� I

ju�t�x�j � �� � jb�t�x�j

PRI a�t�x� � 
� pOSKOLXKU FUNKCIQ b�t�x� NEPRERYWNA I b�t��x�� � ��

TO NAJDETSQ TAKOE ����� � 
� �TO jb�t�x�j � � PRI �t�x� � B�t��x�� ����D�

tAKIM OBRAZOM� DLQ WSQKOGO � � 
 PRI �t�x� � B�t��x�� ��� � D WY	

POLNQETSQ NERAWENSTWO ju�t�x�j � ��� GDE POLOVITELXNOE �ISLO �����

OPREDELQETSQ KAK NAIMENX�EE IZ ����� ������

iTAK DOKAZANO� �TO u�t�x� � C�D�� pO TEOREME ���� S U�ETOM NERAWENSTWA

������ ZAKL��AEM� �TO OBRATNAQ SWQZX ������ OBESPE�IWAET RAWNOMERNU�

ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M � fx � y � �g �W CELOM�

ESLI V �t�x� � 	 PRI jyj � 	 RAWNOMERNO PO �t� z� � I � Rn��� �TO I

TREBOWALOSX DOKAZATX�

zAME�ANIE 
��� pOKAVEM� �TO ESLI SWOJSTWO MALOSTI UPRAWLENIQ DLQ

V �t�x� �OPREDELENIE ���� NARU�ENO� TO NE SU�ESTWUET DOPUSTIMOJ OBRAT	

NOJ SWQZI u�t�x�� NEPRERYWNOJ WO WSEH TO�KAH MNOVESTWA M I OBESPE�I	

WA��EJ OTRICATELXNU� OPREDELENNOSTX �V PO PEREMENNYM y� dEJSTWI	

TELXNO� PREDPOLOVIM� �TO TAKAQ OBRATNAQ SWQZX u�t�x� SU�ESTWUET� T�E�



	



�V
�
t�x�u�t�x�

	
� ���jyj�� � � K� I PUSTX V �t�x� NE OBLADAET SWOJSTWOM

MALOSTI UPRAWLENIQ� tOGDA SU�ESTWU�T x� � M � t� � 
� � � 
 TAKIE�

�TO DLQ L�BOGO � � 
 NAJDUTSQ �t�x� � B�t��x�� ��� UDOWLETWORQ��IE

NERAWENSTWU�

�V �t�x�u� � ���jyj�� u � juj � �� ������

lEGKO WIDETX� �TO NERAWENSTWO ������ PROTIWORE�IT NEPRERYWNOSTI FUNK	

CII u�t�x� W TO�KE �t��x��� POSKOLXKU WSQKAQ DOPUSTIMAQ OBRATNAQ SWQZX

OBRA�AETSQ W NULX NA MNOVESTWE I�M � iTAK� SWOJSTWO MALOSTI UPRAWLE	

NIQ QWLQETSQ NEOBHODIMYM DLQ POSTROENIQ NEPRERYWNOJ OBRATNOJ SWQZI

S POMO�X� UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA PO �ASTI PEREMENNYH�

tEOREMA ��� RASPROSTRANQET TEOREMU aRTSTEJNA ��� ��� NA SLU�AJ

STABILIZACII NEAWTONOMNYH SISTEM PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH�

����pRIMENENIE FUNKCIJ lQPUNOWA SO ZNAKOPOSTOQNNOJ PRO


IZWODNOJ DLQ STABILIZACII PO �ASTI PEREMENNYH

pREDPOLOVIM� �TO PRAWAQ �ASTX SISTEMY ����
� NE ZAWISIT QWNO OT

WREMENI� T�E� SISTEMA ����
� MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE�

�x � f �x�u� � f��x� �
mX
i��

uif i�x�� ������

GDE f i � C�DH� �i � 
�m��

DH � fx � jyj � H� z � Rn�g� �H � const � 
��

sLEDUET OTMETITX� �TO NA PRAKTIKE NAHOVDENIE UPRAWLQEMOJ FUNKCII

lQPUNOWA PO PEREMENNYM y DLQ SISTEMY ������ MOVET OKAZATXSQ ZATRUD	

NITELXNYM� W TO WREMQ KAK FUNKCIQ lQPUNOWA V �x� SO ZNAKOPOSTOQN	

NOJ NIVNEJ GRANICEJ PROIZWODNYH W SILU SISTEMY ������ MOVET BYTX W

RQDE SLU�AEW POSTROENA ISHODQ IZ FIZI�ESKIH SOOBRAVENIJ �NAPRIMER�

ESLI SISTEMA ������ KONSERWATIWNA PRI u � ��� �TOT FAKT OBUSLAWLIWA	

ET INTERES K KONSTRUKTIWNOMU OPREDELENI� OBRATNOJ SWQZI S POMO�X�



	
	

OPREDELENNO	POLOVITELXNOJ PO �ASTI PEREMENNYH FUNKCII V �x�� UDOW	

LETWORQ��EJ USLOWI� ZNAKOPOSTOQNSTWA PROIZWODNOJ�

x � DH � inf
u�U

D
rxV �x��f�x�u�

E
� 
� ������

w RABOTAH ���� ��� POLU�ENO UPRAWLENIE S OBRATNOJ SWQZX�� RE�A��EE

ZADA�U STABILIZACII SISTEMY ������ PO WSEM FAZOWYM PEREMENNYM� PRI

USLOWIQH LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI SISTEMY W OKRESTNOSTI NULQ I SU	

�ESTWOWANIQ U SISTEMY ������ PRI u � � FUNKCII lQPUNOWA S OTRICA	

TELXNO 	 POSTOQNNOJ PROIZWODNOJ� pRI �TOM USLOWIE LOKALXNOJ UPRAWLQE	

MOSTI SISTEMY W TERMINAH SKOBOK lI� ISPOLXZOWANNOE W ����� GARANTIRUET

WYPOLNENIE USLOWIJ TEOREMY e�a� bARBA�INA 	 n�n� kRASOWSKOGO NA TRA	

EKTORII SISTEMY S OBRATNOJ SWQZX��

nASTOQ�IJ PODRAZDEL POSWQ�EN RE�ENI� ZADA�I STABILIZACII AW	

TONOMNOJ SISTEMY ������ PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH PRI USLOWII�

ESLI IZWESTNA FUNKCIQ lQPUNOWA TIPA ������ �����

nETRUDNO WIDETX� �TO FUNKCIQ V �x� UDOWLETWORQET SWOJSTWU ������

TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA PRI WSEH x � DH WYPOLNENA IMPLIKACIQ�

jb�x�j � 
 � a�x� � 
�

GDE FUNKCII a� b OPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMI TIPA ������� dOKAVEM TEO	

REMU O STABILIZACII SISTEMY ������ PO PEREMENNYM y�

tEOREMA ���� pUSTX U � R
m� I PUSTX SU�ESTWUET FUNKCIQ

V �x� � C��DH�� UDOWLETWORQ��AQ USLOWIQM�

�� c��jyj� � V �x� � c��jyj�� c�� c� � K

�� dLQ WSQKOGO x IZ ZAMKNUTOJ OBLASTI DH WYPOLNENO NERAWENSTWO

NA NIVN�� GRANICU PROIZWODNYH W SILU SISTEMY �
�����

inf
u�U

D
rxV �x��f�x�u�

E
� 
�

�� sISTEMA �x � f ��x� NE SODERVIT CELYH POLUTRAEKTORIJ PRI t � 




	
�

NA MNOVESTWE M��

M� � fx � DH � inf
u�U

D
rxV �x��f �x�u�

E
� 
� y �� �g�


� dLQ WSQKIH x� � b�x�� � �� � � 
 NAJDETSQ TAKOE ��x�� �� � 
� �TO

x � DH � jx� x�j � � � inf
juj�

D
rxV �x��f �x�u�

E
� 
�

�� sU�ESTWUET TAKOE �ISLO $� � 
� DLQ KOTOROGO KAVDOE RE�ENIE

x�t� SISTEMY �
���� S OBRATNOJ SWQZX�

ui�x� � �bi
a�

q
a� � jbj�

jbj�
PRI b �� �� ui�x� � 
 PRI b � �� i � ��m�

������

UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNOMU USLOWI� jy�
�j � $�� OGRANI�ENO PRI

WSEH t � 


tOGDA OBRATNAQ SWQZX �
���� NEPRERYWNA W DH I OBESPE�IWAET ASIMPTO�

TI�ESKU� USTOJ�IWOSTX MNOVESTWA M � fx � y � �g �FUNKCII a�x��

b�x� OPREDELQ�TSQ FORMULAMI �
������

dOKAZATELXSTWO�dOKAVEM� �TO OBRATNAQ SWQZX ������ NEPRERYWNA W

KAVDOJ TO�KE x� � DH � UDOWLETWORQ��EJ USLOWI� b�x�� � �� TEM SAMYM

BUDET DOKAZANA NEPRERYWNOSTX ������ W DH � rASSUVDENIQ� ANALOGI�NYE

PROWEDENNYM PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY ���� POKAZYWA�T� �TO DLQ L�	

BOGO � � 
 PRI WYPOLNENII USLOWIQ � SU�ESTWUET ��x�� �� � 
 TAKOE� �TO

WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO�

ju�x�j � �� � jb�x�j PRI jx� x�j � �� ����
�

iZ NERAWENSTWA ����
� W SILU NEPRERYWNOSTI b�x� I USLOWIQ b�x�� � � SLE	

DUET NEPRERYWNOSTX u�x� W TO�KE x�� iTAK� DOKAZANO� �TO u�x� � C��DH��

wY�ISLIM PROIZWODNU� FUNKCII V �x� W SILU SISTEMY ������ S OB	

RATNOJ SWQZX� �������

�V �x� � a�x� �
D
u�x�� b�x�

E
�

���
���
a�x� � PRI b�x� � ��

�
q
a�x�� � jb�x�j� � PRI b�x� �� ��



	
�

iZ USLOWIQ � TEOREMY WYTEKAET� �TO DLQ WSEH x � DH � UDOWLETWORQ�	

�IH USLOWI� b�x� � �� WYPOLNENO NERAWENSTWO a�x� � 
� sLEDOWATELXNO�

�V �x� � 
� T�E� MNOVESTWO M RAWNOMERNO USTOJ�IWO NA OSNOWANII TEORE	

MY ��� IZ MONOGRAFII w�w� rUMQNCEWA I a�s� oZIRANERA ����� rASSMOTRIM

MNOVESTWO

E � fx � DH � �V �x� � 
g�

nETRUDNO POKAZATX� �TO

E � fx � DH � inf
u�U

D
rxV �x��f �x�u�

E
� 
g� ������

pUSTX x�t�x��  RE�ENIE SISTEMY ������ S OBRATNOJ SWQZX� ������� UDOW	

LETWORQ��EE USLOWI� jy�j � $�� pO USLOWI� � TEOREMY x�t�x�� OGRANI	

�ENO PRI WSEH t � 
� A ZNA�IT EGO 	PREDELXNOE MNOVESTWO #�x� NE PUSTO I

OGRANI�ENO� sOGLASNO PRINCIPU INWARIANTNOSTI lA	sALLQ �TEOREMA ����

x�t�x�� � E� PRI t � �	� GDE MNOVESTWO E� QWLQETSQ OB	EDINENIEM

WSEH POLOVITELXNYH POLUTRAEKTORIJ SISTEMY� CELIKOM LEVA�IH W E�

pRI x � E OBRATNAQ SWQZX ������ RAWNA NUL�� SLEDOWATELXNO� TRAEKTORII

SISTEMY ������������� I SISTEMY �x � f ��x�� CELIKOM PRINADLEVA�IE E�

SOWPADA�T� iZ USLOWIQ � TEOREMY SLEDUET� �TO E� 
 fx � y � �g� A ZNA	

�IT jy�t�x��j � 
 PRI t � �	� DLQ WSQKOGO RE�ENIQ SISTEMY ������ S

OBRATNOJ SWQZX� ������� UDOWLETWORQ��EGO USLOWI� jy�j � $�� tEOREMA

DOKAZANA�

zAME�ANIE 
���pRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY ��� PREDPOLAGAETSQ TOLX	

KO NEPRERYWNOSTX PRAWOJ �ASTI SISTEMY ������� I NE PREDPOLAGAETSQ EDIN	

STWENNOSTX RE�ENIJ SISTEMY ������ S OBRATNOJ SWQZX� ������� eSLI� KROME

TOGO� IMEET MESTO EDINSTWENNOSTX RE�ENIJ� TO DOKAZATELXSTWO ASIMPTO	

TI�ESKOJ y	USTOJ�IWOSTI MOVNO PROWESTI S POMO�X� TEOREMY k� rIZITO

I w�w� rUMQNCEWA �TEOREMA ������ RASPROSTRANQ��EJ TEOREMU e�a� bAR	

BA�INA 	 n�n� kRASOWSKOGO NA SLU�AJ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO

�ASTI PEREMENNYH�

sTABILIZIRU��AQ OBRATNAQ SWQZX� POLU�ENNAQ W TEOREME ���� RAWNA



	
�

NUL� NA MNOVESTWE ������� w SLEDU��EJ TEOREME PREDLAGAETSQ SPOSOB

POSTROENIQ UPRAWLENIQ S OBRATNOJ SWQZX�� KOTOROE� WOOB�E GOWORQ� NE

OBNULQETSQ PRI x � E�

tEOREMA ���� pUSTX U � Rm� I PUSTX SU�ESTWUET FUNKCIQ

V �x� � C��DH�� UDOWLETWORQ��AQ SLEDU��IM USLOWIQM�

�� c��jyj� � V �x� � c��jyj�� c�� c� � K�

�� uRAWNENIE

a�x� �
mX
i��

u�i �x�bi�x� � 


IMEET NEPRERYWNOE W DH RE�ENIE u��x�� DLQ KOTOROGO MNOVESTWO

M� � fx � DH � b�x� � ��y �� �g

NE SODERVIT POLOVITELXNYH POLUTRAEKTORIJ SISTEMY �
���� S

UPRAWLENIEM u � u��x�

�� sU�ESTWUET FUNKCIQ h � C�DH�� h�x� � 
� DLQ KOTOROJ WSQKOE

RE�ENIE SISTEMY �
���� S OBRATNOJ SWQZX�

ui�x� � u�i �x�� h�x�bi�x�� i � ��m� ������

NA�INA��EESQ W DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI POLOVENIQ RAW�

NOWESIQ x � �� OGRANI�ENO PO PEREMENNYM z�

tOGDA OBRATNAQ SWQZX �
���� OBESPE�IWAET ASIMPTOTI�ESKU� y � USTOJ�

�IWOSTX �W SMYSLE OPREDELENIQ ����� RE�ENIQ x � � SISTEMY �
�����

�fUNKCII a�x�� b�x� OPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMI �
������

dOKAZATELXSTWO� wY�ISLIM PROIZWODNU� FUNKCII V W SILU SISTE	

MY ������ S OBRATNOJ SWQZX� u�x�� OPREDELQEMOJ WYRAVENIEM �������

�V � �h�x� jb�x�j� � 
� ������

uSLOWIE � WMESTE S NERAWENSTWOM ������ OBESPE�IWA�T y	USTOJ�IWOSTX

TRIWIALXNOGO RE�ENIQ NA OSNOWANII TEOREMY w�w� rUMQNCEWA ���� S� ����



	
�

dOKAVEM TEPERX SWOJSTWO y	PRITQVENIQ� iZ y	USTOJ�IWOSTI I SWOJST	

WA z	OGRANI�ENNOSTI �USLOWIE �� RE�ENIJ SLEDUET� �TO PRI NEKOTOROM

$� � 
 WSQKOE RE�ENIE x�t�x�� SISTEMY ������� ������� UDOWLETWORQ��EE

NA�ALXNOMU USLOWI� jx�j � $�� OGRANI�ENO PO WSEM PEREMENNYM� tAKIM

OBRAZOM� 	PREDELXNOE MNOVESTWO #�x� RE�ENIQ x�t�x�� NE PUSTO I OGRA	

NI�ENO PRI jx�j � $�� oTS�DA S POMO�X� PRINCIPA INWARIANTNOSTI

�TEOREMA ���� SLEDUET� �TO #�x� � E� GDE MNOVESTWO E QWLQETSQ OB		

EDINENIEM WSEH POLOVITELXNYH POLUTRAEKTORIJ SISTEMY ������� �������

CELIKOM LEVA�IH WO MNOVESTWE

ZV � fx � DH � �V �x� � 
g�

pOSKOLXKU FUNKCIQ h�x� NE RAWNA NUL�� TO LEWAQ �ASTX NERAWENSTWA ������

OBRA�AETSQ W NULX NA SLEDU��EM MNOVESTWE�

M� � fx � DH � jb�x�j � 
g�

lEGKO WIDETX� �TO OBRATNAQ SWQZX ������ RAWNA u��x� NA MNOVESTWE M��

pO�TOMU� SOGLASNO USLOWI� � MNOVESTWOM� NE SODERVIT POLOVITELXNYH

POLUTRAEKTORIJ SISTEMY ������ S OBRATNOJ SWQZX� ������� ZA ISKL��ENI	

EM TRAEKTORIJ S y � �� sLEDOWATELXNO� E 
 fx � y � �g� A ZNA�IT

jy�t�x��j � 
 PRI t� �	� �TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�

zAME�ANIE 
�
� dLQ PRIMENENIQ TEOREM ��� I ��� NEOBHODIMO PROWE	

RQTX OGRANI�ENNOSTX RE�ENIJ PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMENNYH� �pOKA	

ZANO ���� S� �

�� �TO UTWERVDENIE TEOREM TIPA e�a� bARBA�INA 	n�n�kRA	

SOWSKOGO OB ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO �ASTI PEREMENNYH� WOOB�E

GOWORQ� NEWERNO BEZ PREDPOLOVENIQ OB OGRANI�ENNOSTI RE�ENIJ��uSLOWIQ

OGRANI�ENNOSTI RE�ENIJ PO �ASTI PEREMENNYH OPISANY W TEOREME ����

�S� �� ��

dOKAZANNYE TEOREMY BUDUT ISPOLXZOWANY W SLEDU��EM PODRAZDELE

DLQ POSTROENIQ UPRAWLENIJ S OBRATNOJ SWQZX�� RE�A��IH ZADA�U O �AS	

TI�NOJ STABILIZACII ORIENTACII TWERDOGO TELA�



	
�

���� �ASTI�NAQ STABILIZACIQ ORIENTACII TWERDOGO TELA S

POMO�X� DWUH UPRAWLQ��IH MOMENTOW

oSNOWNYE REZULXTATY NASTOQ�EGO PODRAZDELA BYLI DOLOVENY NA II

wSEUKRAINSKOJ MOLODEVNOJ KONFERENCII �l�DINA i kOSMOS� ���� �DOKLAD

OTME�EN dIPLOMOM KONFERENCII�� rEZULXTATY PO STABILIZACII S POMO	

�X� REAKTIWNYH DWIGATELEJ DOKLADYWALISX TAKVE I NA mEVDUNARODNYH

KONFERENCIQH ���� ����

������ oDNOOSNAQ STABILIZACIQ TELA S POMO�X� REAKTIWNYH

DWIGATELEJ ORIENTACII� rASSMOTRIM MODELXNU� ZADA�U O DWIVENII

SPUTNIKA KAK ABSOL�TNO TWERDOGO TELA WOKRUG CENTRA MASS W OGRANI�EN	

NOJ POSTANOWKE POD DEJSTWIEM REAKTIWNYH UPRAWLQ��IH MOMENTOW BEZ

U�ETA IZMENENIQ MASSY� uRAWNENIQ DWIVENIQ MOGUT BYTX ZAPISANY W

FORME �JLERA 	 pUASSONA�

�� �
A� �A�

A�
���u�� �� �

A� �A�

A�
���u�� �� �

A� � A�

A�
��� ������

��� � ��� � ��� ������ ������

GDE �� �� �  KOORDINATY WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI � W GLAWNOJ SIS	

TEME KOORDINAT �W SISTEME� OSI KOTOROJ NAPRAWLENY PO GLAWNYM OSQM

INERCII TELA�� ��� ��� ��  KOORDINATY NEPODWIVNOGO ORTA ORIENTACII �

W GLAWNOJ SISTEME KOORDINAT� A�� A�� A�  GLAWNYE CENTRALXNYE MOMEN	

TY INERCII TELA� u�� u�  UPRAWLQ��IE MOMENTY� REALIZUEMYE REAKTIW	

NYMI DWIGATELQMI ORIENTACII�

sISTEMA ������� ������ PRI u� � u� � 
 DOPUSKAET SLEDU��EE �ASTNOE

RE�ENIE�

� � � � � � 
� �� � �� � 
� �� � �� ������

rE�ENIE ������ SOOTWETSTWUET POLOVENI� RAWNOWESIQ� PRI KOTOROM TRE	

TXQ GLAWNAQ OSX INERCII TELA NAPRAWLENA PO WEKTORU � � zAMETIM� �TO

RE�ENIE ������ NE MOVET BYTX ASIMPTOTI�ESKI STABILIZIROWANO PO WSEM



	
�

PEREMENNYM� POSKOLXKU U SISTEMY ������� ������ SU�ESTWUET GEOMETRI�ES	

KIJ INTEGRAL� ��� � ��� � ��� � const�

zAMETIM� �TO DLQ SLU�AQ TREHMERNOGO WEKTORA UPRAWLENIQ ZADA�A

STABILIZACIQ RE�ENIQ ������ PO PEREMENNYM �� ��� �� RE�ENA W MONOGRA	

FII w�i� zUBOWA ��
� S� �
��� sTABILIZIRUEMOSTX RE�ENIQ � � � SIS	

TEMY DINAMI�ESKIH URAWNENIJ �JLERA ������ �BEZ U�ETA URAWNENIJ pU	

ASSONA ������� POD DEJSTWIEM ODNOMERNOGO ��KOSOPOSTAWLENNOGO�� UPRAW	

LQ��EGO MOMENTA IZU�ENA W ���� DLQ SLU�AQ DINAMI�ESKI NESIMMETRI�	

NOGO TELA� A TAKVE W ���� DLQ TELA S DWUMQ ODINAKOWYMI GLAWNYMI MO	

MENTAMI INERCII� w RABOTE ���� ISSLEDOWANY USLOWIQ STABILIZIRUEMOSTI

RAWNOMERNYH WRA�ENIJ POD DEJSTWIEM ODNOMERNOGO WEKTORA UPRAWLENIQ�

wOPROSY ROBASTNOJ STABILIZACII TRIWIALXNOGO RE�ENIQ DINAMI�ESKIH

URAWNENIJ ������ POD DEJSTWIEM DWUMERNOGO UPRAWLQ��EGO MOMENTA IZ	

U�ENY W STATXE �����

pRIMENIM REZULXTATY PREDYDU�EGO PODRAZDELA DLQ STABILIZACII

RE�ENIQ ������ SISTEMY ������� ������ PO SLEDU��IM PEREMENNYM�

��� �� ��� ���� ������

tAKOJ WYBOR PEREMENNYH SOOTWETSTWUET ZADA�E OB ODNOOSNOJ STABILIZA	

CII TWERDOGO TELA� T�E� PROEKCII ��� �� I IH PROIZWODNYE ���� ��� DOLVNY

BYTX �MALYMI� I STREMQ�IMISQ K NUL� PRI t� �	� PRI �TOM OSTALX	

NYE KOMPONENTY RE�ENIQ SISTEMY PREDPOLAGA�TSQ OGRANI�ENNYMI�

wOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ ��� S FUNKCIEJ V �x�� OPREDELENNOJ SLEDU�	

�IM OBRAZOM�

V �
�

�
�A�

�
� �A�

�
�� �

�

�
���� � �����

wY�ISLIM FUNKCII �������

a�x� � �A� � A����� � ������ � �����

b��x� � A��� b��x� � A��� ������



	
�

uRAWNENIE a�x� �
D
u�� b�x�

E
� 
 ZAPI�EM W WIDE

�

�
A�u

�
� �A��� � ����

	
� �

�
A�u

�
� �A��� � ����

	
� 
�

oTS�DA POLU�IM SLEDU��EE �ASTNOE RE�ENIE�

u���x� � �� �
�

A�
����� u

�
��x� � ��� �

�

A�
����� ������

dLQ PROWERKI USLOWIQ � TEOREMY ��� NEOBHODIMO ISSLEDOWATX SWOJ	

STWA TRAEKTORIJ SISTEMY ������� ������ S OBRATNOJ SWQZX� ������ NA MNO	

VESTWE M� � fx � jb�x�j � 
g� T�E� NA MNOVESTWE WIDA

M� � f��� �� �� ��� ��� ���
T � � � � � 
g�

nETRUDNO PROWERITX� �TO DLQ DOSTATO�NO BLIZKIH K ������ NA�ALXNYH

USLOWIJ WSE POLOVITELXNYE POLUTRAEKTORII ISSLEDUEMOJ SISTEMY� LE	

VA�IE W M�� UDOWLETWORQ�T TAKVE USLOWI� � � const� �� � �� � 
�

�� � const� SLEDOWATELXNO� MNOVESTWO

M� � f��� �� �� ��� ��� ���
T �M� � �

�
� � ��� �� 
g

NE SODERVIT UKAZANNYH POLUTRAEKTORIJ�

tEPERX PROWERIM USLOWIE � TEOREMY ���� rE�ENIQ SISTEMY �������

������ OGRANI�ENY PO PEREMENNOJ �� BLAGODARQ NALI�I� GEOMETRI�ESKOGO
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GDE �  PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE �ISLO� zAPI�EM WYRAVENIE DLQ

STABILIZIRU��EJ OBRATNOJ SWQZI ������� PRINIMAQ WO WNIMANIE �������

������� ������ �����
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tAKIM OBRAZOM� S POMO�X� TEOREMY 
�
 POLU�ENO UPRAWLENIE S OB�

RATNOJ SWQZX� �
����� RE�A��EE ZADA�U STABILIZACII POLOVENIQ RAW�

NOWESIQ �
���� SISTEMY �
��
�� �
���� PO OTNO�ENI� K PEREMENNYM �
�����

oTMETIM� �TO POSKOLXKU U SISTEMY ������ IMEETSQ GEOMETRI�ESKIJ INTEG	

RAL� I POSKOLXKU �W � 
� TO POLOVENIE RAWNOWESIQ ������ NEASIMPTOTI	

�ESKI USTOJ�IWO PO WSEM FAZOWYM PEREMENNYM W SILU TEOREMY w�w� rU	

MQNCEWA ���� S� ����

nA RIS� ��� POKAZANO �ASTNOE RE�ENIE SISTEMY ������� ������ S OBRAT	

NOJ SWQZX� ������� POLU�ENNOE S POMO�X� �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ ME	

TODOM rUNGE 	kUTTA �ETWERTOGO PORQDKA �ZNA�ENIQ PARAMETROWA� �
�
�A��

A� � �A�� � � ��� iZ RIS� ��� WIDNO� �TO S WOZRASTANIEM WREMENI PERE	

MENNYE ������ STREMQTSQ K NUL�� PRI �TOM KOORDINATA ��t� STREMITSQ K

NEKOTOROMU PREDELXNOMU ZNA�ENI�� tAKIM OBRAZOM� PREDELXNYMI DWIVE	

NIQMI TELA QWLQ�TSQ RAWNOMERNYE WRA�ENIQ WOKRUG NEPODWIVNOGO WEK	

TORA ORIENTACII �� KOTORYJ PRI TAKIH WRA�ENIQH NAPRAWLEN PO TRETXEJ

GLAWNOJ OSI INERCII�
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������ oDNOOSNAQ STABILIZACIQ SPUTNIKA S POMO�X� DWUH

MAHOWIKOW� dINAMI�ESKIE URAWNENIQ DWIVENIQ TWERDOGO TELA� SODERVA	

�EGO PARU SIMMETRI�NYH MAHOWIKOW� MOGUT BYTX ZAPISANY W SLEDU��EM

WIDE ��
� S� �����

�A� � I�� �� � �A� � A���� � I�#�� � u��

�A� � I�� �� � �A� � A���� � I�#�� � u��
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I�� �#� � ��� � u�� I�� �#� � ��� � u�� ������

GDE i  KOORDINATY WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI TELA	NOSITELQ W GLAWNOJ

SISTEME KOORDINAT� #�� #�  OTNOSITELXNYE UGLOWYE SKOROSTI PERWOGO

I WTOROGO MAHOWIKOW� Ai  GLAWNYE MOMENTY INERCII WSEJ SISTEMY� SO	

STOQ�EJ IZ TELA	NOSITELQ I MAHOWIKOW� I�� I� OSEWYE MOMENTY INERCII

MAHOWIKOW �PREDPOLAGAETSQ� �TO A� � I�� A� � I��� u�� u�  UPRAWLQ��IE

MOMENTY SIL� PRILOVENNYE K PERWOMU I WTOROMU MAHOWIKU� SOOTWETSTWEN	

NO�

sISTEMA URAWNENIJ ������� ������ PRI u� � u� � 
 DOPUSKAET SLEDU�	

�EE �ASTNOE RE�ENIE�

 � 
� #� � const�#� � const� �� � �� � 
� �� � �� ������

rE�ENIE ������ SOOTWETSTWUET POLOVENI� RAWNOWESIQ TELA	NOSITELQ� PRI

KOTOROM TRETXQ GLAWNAQ OSX INERCII SISTEMY NAPRAWLENA PO NEPODWIVNO	

MU ORTU ORIENTACII � � A MAHOWIKI WRA�A�TSQ S POSTOQNNYMI UGLOWYMI

SKOROSTQMI� pOLOVENIE RAWNOWESIQ ������ NE MOVET BYTX STABILIZIROWA	

NO PO WSEM FAZOWYM PEREMENNYM� POSKOLXKU SISTEMA ������� ������ IMEET

INTEGRALY�
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� � const�
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NE SODERVIT CELYH POLUTRAEKTORIJ SISTEMY ������� ������ S OBRATNOJ SWQ	

ZX� ������ W DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI �������

pOLOVIM h�x� � �� I POKAVEM� �TO PRI L�BOM POLOVITELXNOM

� � const SOOTWETSTWU��AQ OBRATNAQ SWQZX

u� � ���� � �A�� � I�#��� � ���

u� � ����� � �A�� � I�#��� � ��� �� � 
� ������

UDOWLETWORQET USLOWI� � TEOREMY ���� dEJSTWITELXNO� OGRANI�ENNOSTX

RE�ENIJ PO PEREMENNYM ���#��#�� ��� SLEDUET IZ SU�ESTWOWANIQ U SIS	

TEMY ������� ������ INTEGRALOW &�� &�� OPREDELQEMYH WYRAVENIQMI �������
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iTAK� S POMO�X� TEOREMY 
�
 POSTROENO UPRAWLENIE S OBRATNOJ

SWQZX� �
����� OBESPE�IWA��EE ASIMPTOTI�ESKU� USTOJ�IWOSTX RE�E�

NIQ �
��
� SISTEMY �
����� �
���� PO OTNO�ENI� K PEREMENNYM �
�����

nA RIS� ��� POKAZANY REZULXTATY �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ SISTE	

MY ������� ������ PRI ISPOLXZOWANII NAJDENNOJ OBRATNOJ SWQZI ������ DLQ

ZNA�ENIJ PARAMETROW A� � A� � �I�� A� � �I�� I� � I�� � � �� lEGKO WI	

DETX� �TO NA RIS� ��� WSE STABILIZIRUEMYE PEREMENNYE ������ STREMQTSQ

K NUL� S ROSTOM WREMENI� TAK �TO W PREDELE TELO	NOSITELX RAWNOMERNO

WRA�AETSQ WOKRUG WEKTORA ORIENTACII ��

���� wYWODY

w DANNOM RAZDELE S POMO�X� METODA FUNKCIJ lQPUNOWA PREDLOVENY

SPOSOBY RE�ENIQ ZADA� STABILIZACII NELINEJNYH SISTEM PO OTNO�ENI�

K �ASTI PEREMENNYH� wYDELIM OSNOWNYE REZULXTATY RAZDELA�

�� w PODRAZDELE ��� DOKAZANA TEOREMA ��� O �ASTI�NOJ STABILIZIRUEMOS	

TI NELINEJNOJ NEAWTONOMNOJ SISTEMY PRI USLOWII SU�ESTWOWANIQ

UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA PO �ASTI PEREMENNYH�

�� dLQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI� NEAWTONOMNOJ SISTEMY PREDLOVEN KON	

STRUKTIWNYJ SPOSOB POSTROENIQ STABILIZIRU��EJ NEPRERYWNOJ OB	

RATNOJ SWQZI S POMO�X� UPRAWLQEMOJ FUNKCII lQPUNOWA PO �ASTI

PEREMENNYH �TEOREMA ����� �TOT REZULXTAT RASPROSTRANQET TEOREMU

aRTSTEJNA NA SLU�AJ �ASTI�NOJ STABILIZACII�

�� dLQ LINEJNYH PO UPRAWLENI� AWTONOMNYH SISTEM DOKAZANY TEORE	

MY ��� I ���� KOTORYE POZWOLQ�T STROITX UPRAWLENIE S OBRATNOJ

SWQZX� PO IZWESTNOJ FUNKCII lQPUNOWA� UDOWLETWORQ��EJ USLOWI�

ZNAKOOTRICATELXNOSTI NIVNEJ GRANICY PROIZWODNYH�

�� w PODRAZDELE ��� RE�ENY ZADA�I O �ASTI�NOJ STABILIZACII ORIEN	
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TACII TWERDOGO TELA S POMO�X� DWUH UPRAWLQ��IH MOMENTOW� rAS	

SMOTRENY SLEDU��IE SLU�AI� W PERWOM UPRAWLQ��IE MOMENTY REA	

LIZU�TSQ REAKTIWNYMI DWIGATELQMI ORIENTACII� W WO WTOROM PA	

ROJ MAHOWIKOW� w KAVDOM IZ �TIH SLU�AEW STABILIZIRU��EE UPRAW	

LENIE POSTROENO S POMO�X� TEOREMY ���� �FFEKTIWNOSTX NAJDENNYH

ZAKONOW UPRAWLENIQ PROILL�STRIROWANA REZULXTATAMI �ISLENNOGO

INTEGRIROWANIQ URAWNENIJ DWIVENIQ�
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razdel V

ustoj�iwostx rawnomernyh wra
enij modeli

wetrodwigatelq

iSPOLXZOWANIE WETRO�NERGETI�ESKIH USTANOWOK STANOWITSQ WSE BOLEE

AKTUALXNYM W SWQZI S IH �KOLOGI�ESKOJ �ISTOTOJ I NEISPOLXZOWANIEM NE	

WOSPOLNIMYH PRIRODNYH RESURSOW� �TO OBSTOQTELXSTWO INICIIRUET PRO	

WEDENIE �IROKOGO KRUGA ISSLEDOWANIJ POSREDSTWOM MATEMATI�ESKOGO MO	

DELIROWANIQ RAZLI�NYH DINAMI�ESKIH SWOJSTW TAKIH KONSTRUKCIJ� �TO	

BY NAJTI OPTIMALXNYE REVIMY IH FUNKCIONIROWANIQ I SNIZITX STOI	

MOSTNYE HARAKTERISTIKI� NE UMENX�AQ PRO�NOSTNYH� w RABOTE ��� WYDE	

LENY OSNOWNYE FAKTORY� WLIQ��IE NA SNIVENIE STOIMOSTI WETRODWIGA	

TELEJ� k NIM OTNOSITSQ PRIMENENIE GIBKIH UPRUGIH NESU�IH BA�EN S

CELX� SNIVENIQ WESA KONSTRUKCII I POWY�ENIQ WYSOTY RASPOLOVENIQ

WALA WETROKOLESA� A TAKVE ISPOLXZOWANIE GIBKIH LOPASTEJ S MALOJ VEST	

KOSTX� DLQ UMENX�ENIQ WESA WETROKOLESA I NAGRUZOK NA WAL�

tAKIM OBRAZOM� PRI SOSTAWLENII MATEMATI�ESKOJ MODELI WETRODWI	

GATELQ NEOBHODIMO U�ITYWATX PODATLIWOSTX KONSTRUKCII� oDNIM IZ �F	

FEKTIWNYH METODOW ISSLEDOWANIQ UPRUGIH OB	EKTOW SOWREMENNOJ TEHNIKI

QWLQETSQ �IROKO RASPROSTRANENNYJ W dONECKOJ �KOLE MEHANIKI METOD

MODELIROWANIQ S POMO�X� SISTEM SWQZANNYH TWERDYH TEL �sstt� ����

��� ��� ����

w DANNOM RAZDELE ISSLEDUETSQ USTOJ�IWOSTX RAWNOMERNYH WRA�E	

NIJ MODELI UZLA BYSTROHODNOGO WETRODWIGATELQ BEZ HWOSTOWOJ PLASTI	

NY �FL�GERA�� s CELX� UPRO�ENIQ ZADA�I PRI SOSTAWLENII MODELI NE

U�ITYWA�TSQ WLIQNIQ UPRUGOJ NESU�EJ BA�NI I PODWIVNOJ GONDOLY S

GENERATOROM� tAKIM OBRAZOM� MODELIRUEMYJ UZEL SOSTOIT IZ DWUH LOPAS	

TEJ WETROKOLESA� SOEDINENNYH S WALOM�

oSNOWNYE REZULXTATY NASTOQ�EGO RAZDELA OPUBLIKOWANY W STATXE ����

I BYLI DOLOVENY NAmEVDUNARODNOJkONFERENCII �uSTOJ�IWOSTX� UPRAW	

LENIE I DINAMIKA TWERDOGO TELA� ��
���
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	��� wYWOD UpAWNENIJ DWIVENIQ

	����� oPISANIE MODELI� mODELX UZLA WETRO�NERGETI�ESKOJ USTA	

NOWKI SOSTOIT IZ TREH TWERDYH TEL� DWUH LOPASTEJ WETROKOLESA ��� I WA	

LA � �RIS� �����

rIS� ���

wAL WETRODWIGATELQ MOVET SOWER�ATX TREHSTEPENNYE WRA�ENIQ OKOLO NE	

PODWIVNOJ TO�KI O� KOTORAQ QWLQETSQ NA�ALOM OTS�ETA NEPODWIVNOJ DE	

KARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT O��� � s TELOM � SWQZANY DEKARTOWY SIS	

TEMY KOORDINAT O�xyz I OXYZ S KOORDINATNYMI ORTAMI i� j�k� pRI

OTKLONENII OSI OZ OT O� � W SFERI�ESKOM �ARNIRE W TO�KE O WOZNIKAET

UPRUGIJ MOMENTM� � NAPRAWLENNYJ NA SOWME�ENIE OSEJ OZ I O� � tAKOJ

SFERI�ESKIJ �ARNIR MODELIRUET UPRUGIE SWOJSTWA WALA WETRODWIGATELQ�

s LOPASTQMI � I � SWQZANY KOORDINATNYE OSIO�y� � O�x IO�y� � O�x

SOOTWETSTWENNO� nA OSI O�x NAHODQTSQ CILINDRI�ESKIE �ARNIRY� POZWO	

LQ��IE LOPASTQM � I � SOWER�ATX NEZAWISIMYE WRA�ENIQ WOKRUG OSI



		�

O�x� wWEDEM OBOB�ENNYE KOORDINATY� ��  UGOL MEVDU OTRICATELXNYM

NAPRAWLENIEM OSI O�y I OSX� O�y�� ��  UGOL MEVDU OSQMI O�y I O�y��

pREDPOLAGAETSQ� �TO LOPASTI ODINAKOWY �TELA � I � PRI �� � �� SIMMET	

RI�NY OTNOSITELXNO POWOROTA WOKRUG OSI O�z NA UGOL ��� bUDEM S�ITATX

OTNOSITELXNU� TOL�INU PROFILQ I UGOL USTANOWKI LOPASTEJ PRENEBRE	

VIMO MALYMI WELI�INAMI� T�E� LOPASTI � I � POLNOSTX� LEVAT W TONKOM

SLOE PLOSKOSTEJ O�xy� I O�xy� SOOTWETSTWENNO� w �ARNIRAH NA OSI O�x

DEJSTWU�T UPRUGIE WOSSTANAWLIWA��IE MOMENTY� ZAWISQ�IE OT UGLOW

��� ��� STREMQ�IESQ SOWMESTITX LOPASTI S PLOSKOSTX� O�xy� wELI�INA

�TIH WOSSTANAWLIWA��IH MOMENTOW OPREDELQ�TSQ UPRUGIMI SWOJSTWAMI

MATERIALA LOPASTEJ� nA KAVDU� IZ LOPASTEJ DEJSTWU�T A�RODINAMI�ES	

KIE SILY WOZDU�NOGO POTOKA� SKOROSTX KOTOROGO WDALI OT WETROKOLESA

RAWNA v� � const I NAPRAWLENA PO OSI O� �

s CELX� UPRO�ENIQ ZADA�I W DANNOJ MODELI NE U�ITYWAETSQ WLIQNIE

AWTOMATI�ESKIH REGULQTOROW UGLOW USTANOWKI LOPASTEJ� T�E� ISSLEDUETSQ

DINAMIKA SISTEMY S OTKL��ENNYM UPRAWLENIEM�

	�����kINETI�ESKAQ �NERGIQ SISTEMY�pUSTX � � xi�yj�zk

 ABSOL�TNAQ UGLOWAQ SKOROSTX TELA �� pOLAGAQ� �TO KOORDINATNYE OSI

SISTEMY OXYZ QWLQ�TSQ GLAWNYMI OSQMI INERCII WALA� ZAPI�EM EGO

KINETI�ESKU� �NERGI��

T� �
�

�
�Jxxx

� � Jyyy
� � Jzzz

��� �����

GDE Jxx� Jyy � Jzz  MOMENTY INERCII WALA OTNOSITELXNO SOOTWETSTWU��IH

OSEJ�

pO PRAWILU SLOVENIQ UGLOWYH SKOROSTEJ NAHODIM ABSOL�TNYE UGLO	

WYE SKOROSTI LOPASTEJ � I ��

�� � � � ���i� �� � � � ���i�

iSPOLXZUQ TEOREMU k�ENIGA� ZAPI�EM WYRAVENIE DLQ KINETI�ESKOJ �NER	

GII LOPASTI ��

T� �
�

�
mjvC�j

� �
�

�

D
Ac�����

E
� �����
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GDE m  MASSA LOPASTI� vC�  SKOROSTX EE CENTRA MASS C�� A
c  CEN	

TRALXNYJ TENZOR INERCII LOPASTI �� dLQ WY�ISLENIQ KINETI�ESKOJ �NEp	

GII PpIWEDEM WYpAVENIQ BAZISNYH WEKTOpOW i�� j��k� SISTEMY KOOpDINAT

O�xy�z�� SWQZANNOJ S LOPASTX� ��

i� � i�

j� � j cos�� � k sin���

k� � �j sin�� � k cos���

�����

wS�DU W DALXNEJ�EM BUDEM PpEDPOLAGATX� �TO OSI SISTEMY KOOpDINAT

O�xy�z� QWLQ�TSQ GLAWNYMI OSQMI �LLIPSOIDA INEpCII LOPASTI �� I �TO

CENTp MASS �TOJ LOPASTI �TO�KA C�� LEVIT NA OSI O�y�� s POMO�X� �����

WY�ISLIM KINETI�ESKU� �NEpGI� ������

�T� � A� ��
�
� � ��mld sin�� �A�� ���x � �ml

� � �mld sin�� �A��x
��

��ml� � �mld sin�� �A� cos
� �� �A� sin

����y
��

���mld cos �� � �A� �A�� sin ����yz � �A� sin
� �� �A� cos

� ���z
��

zDESX A�� A�� A�  MOMENTY INERCII LOPASTI � OTNOSITELXNO OSEJ O�x�

O�y�� O�z� SOOTWETSTWENNO� l � jOO�j  DLINA WALA� d � jO�C�j  RAS	

STOQNIE OT TO�KI O� DO CENTRA MASS LOPASTI ��

pOSKOLXKU LOPASTI � I � ODINAKOWY� TO KINETI�ESKAQ �NERGIQ T� LO	

PASTI � POLU�AETSQ IZ T� ZAMENOJ �� NA � � ��� ��� NA � ����

zAPI�EM POLNU� KINETI�ESKU� �NERGI� T ISSLEDUEMOJ SISTEMY SWQ	

ZANNYH TWERDYH TEL�

T � T� � T� � T� �
�

�
A� ��

�
� �

�

�
A� ��

�
� � �A� �mld sin��� ���x�

��A� �mld sin��� ���x �
��
�
Jxx �A� �ml� �mld�sin�� � sin���

�
x

��

�
�

�

�
Jyy � �ml

� �A��cos
��� � cos

� ��� �A��sin
� �� � sin
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oTMETIM� �TO DLQ MOMENTOW INERCII WYTQNUTOGO WALA � WYPOLNQETSQ

NERAWENSTWO Jzz � Jxx � Jyy � DLQ �PO�TI PLOSKIH� LOPASTEJ S�ITAEM

A� � A��A�� PRI�EMA� � A�� T�K� HORDA PROFILQ LOPASTI PRENEBREVIMO

MALA SRAWNITELXNO S RADIUSOM WETROKOLESA�

	����� kINETI�ESKIJ MOMENT SISTEMY� iZWESTNO ����� �TO KINE	

TI�ESKIJ MOMENT L� TELA � OTNOSITELXNO NEPODWIVNOJ TO�KI O pAWEN

GpADIENTU EGO KINETI�ESKOJ �NEpGII ����� PO PEpEMENNYM ��
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pO OPpEDELENI�� KINETI�ESKIJ MOMENT LOPASTI � OTNOSITELXNO NEPO	

DWIVNOJ TO�KI O pAWEN

L� �
Z
V�
OM � vM ��M�dV�

GDE INTEGpIpOWANIE PpOIZWODITSQ PO OB	EMU LOPASTI �� vM  SKOpOSTX

TO�KIM pASSMATpIWAEMOJ LOPASTI� ��M�  PLOTNOSTX MATEpIALA LOPAS	

TI W TO�KEM � s U�ETOM PpAWILA SLOVENIQ SKOpOSTEJ� WYpAVENIE DLQ L�
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oTS�DA S POMO�X� IZWESTNYH FOpMUL DLQ DWOJNOGO WEKTOpNOGO PpOIZWE	
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wY�ISLQQ SKALQRNYE PROIZWEDENIQ� BUDEM IMETX

L� �
�
�ml� � �mld sin�� �A��x � �mld sin�� �A�� ���

�
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�
�
�ml� � �mld sin�� �A��y �mld cos����z

�
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�
�
A�z �mld cos����y

�
k � L���
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L�� �
Z
V�
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�
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�

�
�A� �A� � A���x � ����i��

��A��A��A���y cos���z sin���j���A��A��A���z cos���y sin���k��

iSPOLXZUQ RAZLOVENIQ BAZISNYH WEKTOROW ������ W REZULXTATE NESLOVNYH

PREOBRAZOWANIJ POLU�IM WYRAVENIE DLQ KINETI�ESKOGO MOMENTA L� W BA	

ZISE i� j�k�

L� �
�
�ml� � �mld sin�� �A��x � �mld sin�� �A�� ���

�
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�
�
�ml� � �mld sin�� �A� cos

� �� �A� sin
� ���y�

��mld cos �� �
�

�
�A� � A�� sin ����z

�
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�
�
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� ���A� cos
� ���z� �mld cos ���

�

�
�A��A�� sin ����y

�
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w SILU SIMMETRII KINETI�ESKIJ MOMENT L� LOPASTI � POLU�AETSQ IZ

WYRAVENIQ ����� ZAMENOJ �� NA � � ��� ��� NA � ����
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zAME�ANIE ���� lEGKO WIDETX� �TO W BAZISE i� j �k WY�ISLENNYJ KI	

NETI�ESKIJ MOMENT L� RAWEN GRADIENTU KINETI�ESKOJ �NERGII T� PO PE	

REMENNYM x� y � z� u�ITYWAQ FORMULU ����� DLQ KINETI�ESKOGO MOMENTA

TELA �� PRIHODIM K WYWODU� �TO DLQ KINETI�ESKOGO MOMENTA

L � L� � L� � L� WSEJ SISTEMY OTNOSITELXNO NEPODWIVNOJ TO�KI O

SPRAWEDLIWO SOOTNO�ENIE�

L �
	T

	x
i �

	T

	y
j �

	T

	z
k� �����

GDE T  KINETI�ESKAQ �NERGIQ SISTEMY� OPREDELQEMAQ WYRAVENIEM ������

	����� sILY� DEJSTWU��IE NA MODELX� uPRUGIJ MOMENTM� OT	

NOSITELXNO TO�KI O ZADADIM SLEDU��IM OBRAZOM�

M� � �k � 	� �����

GDE NEOTRICATELXNAQ WELI�INA � HARAKTERIZUET VESTKOSTX SFERI�ESKOGO

�ARNIRA W TO�KE O� 	  ORT OSI O� � oBOB�ENNYE SILY� REALIZU��IE

UPRUGIE WOSSTANAWLIWA��IE MOMENTY W �ARNIRAH NA OSI O�x� OPREDELIM

POTENCIALOM

'� � ���cos�� � cos���� �����

GDE � � 
  VESTKOSTX CILINDRI�ESKIH �ARNIROW�

pRIWEDEM SISTEMU A�RODINAMI�ESKIH SIL K CENTRAM DAWLENIQ LOPAS	

TEJ� bUDEM PREDPOLAGATX� �TO CENTRY DAWLENIQ LOPASTEJ � I � LEVAT NA

OSQH O�y� I O�y� SOOTWETSTWENNO� NA RASSTOQNIQH r OT TO�KI O�� kAVDYJ

IZ GLAWNYH WEKTOROW Ri A�RODINAMI�ESKIH SIL� PRILOVENNYH K i	J LO	

PASTI� RAZLOVIM NA DWE SOSTAWLQ��IE� P i  KOLLINEARNU� 	� I Qi 

PERPENDIKULQRNU� 	� aBSOL�TNYE ZNA�ENIQ SOSTAWLQ��IH P i�Qi� A TAK	

VE RASSTOQNIE r OPREDELQ�TSQ PO ZADANNYM HARAKTERISTIKAM IZU�AEMO	

GO REVIMA RABOTY WETRODWIGATELQ� SKOROSTI WETRA v� I UGLOWOJ SKOROSTI

WETROKOLESA � � �	 �����

bUDEM PREDPOLAGATX� �TO ZNA�ENIQ r I P i NE MENQ�TSQ W PERWOM PRI	

BLIVENII PRI MALYH KOLEBANIQH LOPASTEJ I MALYH OTKLONENIQH WEKTORA
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UGLOWOJ SKOROSTI � OT WEKTORA �k� GDE �  UGLOWAQ SKOROSTX IZU�AEMO	

GO REVIMA RAWNOMERNYH WRA�ENIJ� pRI TAKOM PREDPOLOVENII POTENCIAL

SIL P i ZAPI�ETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

'p � �P
D
OO� � rj��	

E
� P

D
OO� � rj��	

E
�

� �yPr�cos�� � cos���� �z��lP � Pr�sin�� � sin����� ����
�

GDE �x� �y � �z  PROEKCII WEKTORA 	 NA SOOTWETSTWU��IE OSI SISTEMY

KOORDINAT O�xyz� j�� j�  ORTY OSEJ O�y�� O�y� SOOTWETSTWENNO� POLOVI	

TELXNYJ PARAMETR P HARAKTERIZUET SILOWOJ NAPOR NA LOPASTX� WELI�INA

�P W TEORII WETROKOLESA NAZYWAETSQ LOBOWYM DAWLENIEM �����

mOMENT SIL LOBOWOGO DAWLENIQ P i I SIL Qi OTNOSITELXNO NEPODWIV	

NOJ TO�KI O OPREDELIM SLEDU��IM OBRAZOM�

M a � P ��OO� � r�j� � j���� 	 � �Prk�

�� �xi� yj�� ���z � ��k � ���� ������

GDE �  UGLOWAQ SKOROSTX IZU�AEMYH RAWNOMERNYH WRA�ENIJ� MNOGO	

TO�IEM OBOZNA�ENY �LENY WY�E PERWOGO PORQDKA MALOSTI OTNOSITELXNO

WOZMU�ENIJ OBOB�ENNYH SKOROSTEJ� kO�FFICIENT � � 
 HARAKTERIZU	

ET A�RODINAMI�ESKOE KA�ESTWO PROFILQ LOPASTEJ� KO�FFICIENTY � � 
�

�� � 
 HARAKTERIZU�T DEMPFIRU��IE SWOJSTWA SREDY�

k WALU W TO�KE O PRILOVEN POSTOQNNYJ MOMENT NAGRUZKIMn� PRO	

TIWODEJSTWU��IJ WRA�A��EMU MOMENTUM a�

Mn � �Mn	� ������

	���	� uRAWNENIQ DWIVENIQ� sISTEMA URAWNENIJ DWIVENIQ RAS	

SMATRIWAEMOJ MODELI SOSTOIT IZ DWUH URAWNENIJ lAGRANVA WTOROGO RODA

DLQ OBOB�ENNYH KOORDINAT ��� ��� WEKTORNOGO URAWNENIQ IZMENENIQ MO	

MENTA KOLI�ESTWA DWIVENIQ I WEKTORNOGO URAWNENIQ pUASSONA�
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�	 � � � 	 � �� ������

GDE �L� �	  LOKALXNYE PROIZWODNYE� KOTORYE WY�ISLQ�TSQ W PODWIV	

NOJ SISTEME KOORDINAT� SWQZANNOJ S TELOM �� KINETI�ESKIJ MOMENT L

NAHODITSQ ISHODQ IZ ������ w PRAWOJ �ASTI URAWNENIJ ������ POTENCIAL

' � 'p � '� OPREDELQETSQ S POMO�X� WYRAVENIJ ������ ����
�� mOMENT

SILM RAWEN SUMME MOMENTOW ������ ������� �������M �M� �Mn�M a�

w SKALQRNOM WIDE SISTEMA ������	������ ZAPI�ETSQ SLEDU��IM OBRA	
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��A� � A�� sin ���
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�
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�yz � ��x � �y
�
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�
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�
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��A� � A���sin��� � sin����

	
� � �z � xy��
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� �� � cos
���� �A��sin

� �� � sin
� ���

	
xy�

�
�
Jzz �A��sin

� �� � sin
� ��� �A��cos� �� � cos� ���

	
�z �
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iTAK� MY POLU�ILI SISTEMU WOSXMI NELINEJNYH OBYKNOWENNYH DIFFE	

RENCIALXNYH URAWNENIJ S WOSEMX� NEIZWESTNYMI FUNKCIQMI� ��� ��� x�

y� z � �x� �y� �z �

	��� lINEARIZACIQ I HARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE

wYQSNIM USLOWIQ SU�ESTWOWANIQ U SISTEMY ������ STACIONARNYH RE	

�ENIJ� SOOTWETSTWU��IH RAWNOMERNYM WRA�ENIQM WETRODWIGATELQ� tA	

KIE RE�ENIQ IME�T SLEDU��IJ WID�

�� � �� � ��� x � y � 
� z � � �� 
� �x � �y � 
� �z � �� ������

pODSTAWLQQ ������ W ������� UBEVDAEMSQ W TOM� �TO DLQ SU�ESTWOWANIQ

RE�ENIQ ������ NEOBHODIMO I DOSTATO�NO WYPOLNENIE USLOWIJ�
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�
�A� �A�� sin�����

�
�� ������
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Mn � �Pr�

pOSKOLXKU A� � A� � 
� TO IZ WYRAVENIQ ������ SLEDUET� �TO �� � 
�

� sin�� � Pr cos�� � 
� A ZNA�IT
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sOWER�AQ ZAMENU �� � ��� "��� �� � ��� "��� z � �� "z� �z � �� "�z

I S�ITAQ WELI�INY "��� "��� x� y� "z � �x� �y� "�z MALYMI WMESTE S IH PROIZ	

WODNYMI� OSTAWIM W URAWNENIQH ������ �LENY DO PERWOGO PORQDKA MALOSTI

WKL��ITELXNO�w REZULXTATE POLU�IM LINEARIZOWANNU� SISTEMU� KOTORAQ

PRI OBOZNA�ENIQH u � "�� � "��� v � "�� � "�� IMEET SLEDU��IJ WID�
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A��v � ���A� �mld sin��� �x � ��

�
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�
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�
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rAZYSKIWAQ NETRIWIALXNYE RE�ENIQ WIDA ce�t LINEJNOJ ODNORODNOJ

SISTEMY ������� POLU�IM SLEDU��EE HARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE�
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b� � A��Jzz � �A� � �A� cos
� ��� � 
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wYRAVENIQ DLQ OSTALXNYH KO�FFICIENTOW MNOGO�LENA P��
� PRIWEDENY

W PRILOVENII A�

	��� aNALIZ USLOWIJ USTOJ�IWOSTI

	����� nEOBHODIMYE USLOWIQ USTOJ�IWOSTI KONSERWATIWNOJ

MODELI� pOLOVIM PARAMETRY �� ��� HARAKTERIZU��IE DEMPFIRU��IE

SWOJSTWA SREDY� RAWNYMI NUL�� w �TOM SLU�AE KO�FFICIENTY PRI NE	

�ETNYH STEPENQH 
 W URAWNENII ����
� OBNULQ�TSQ� eSLI HARAKTERISTI	

�ESKOE URAWNENIE ����
� IMEET KORENX 
� TO ONO� O�EWIDNO� IMEET TAKVE I

KORENX �
� pO�TOMU W SLU�AE Re�
� �� 
 SREDI KORNEJ HARAKTERISTI�ESKO	

GO URAWNENIQ OBQZATELXNO IMEETSQ KORENX S POLOVITELXNOJ WE�ESTWENNOJ

�ASTX�� A ZNA�IT RE�ENIE ������ NEUSTOJ�IWO NA OSNOWANII TEOREMY ���

�S� �� �� tAKIM OBRAZOM� I DLQ USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ ������ SISTEMY ������
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NEOBHODIMO� �TOBY WSE KORNI 
 BYLI �ISTO MNIMYMI�oBOZNA�AQ �
� � x�

POLU�IM SLEDU��EE URAWNENIE OTNOSITELXNO x� WSE KORNI KOTOROGO DOLV	

NY BYTX WE�ESTWENNYMI I NEOTRICATELXNYMI�
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� � c�x� c�� � 
� ������

kORENX LINEJNOGO URAWNENIQ b�x� b� � 
 WSEGDA POLOVITELEN� POSKOLXKU

b� � 
� b� � 
� tAKIM OBRAZOM� DLQ NEOTRICATELXNOSTI KORNEJ URAWNE	

NIQ ������ NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY WSE KORNI KUBI�NOGO URAWNE	

NIQ c�x� � c�x
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 BYLI NEOTRICATELXNYMI� �TO IMEET MESTO
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wWEDEM SLEDU��IE BEZRAZMERNYE PARAMETRY�

l�d � �� Pr�� � �� ��� � �� A���Jxx � �ml
�� � a��

A���Jxx � �ml
�� � a�� md���Jxx � �ml

�� � f� Jzz��Jxx � �ml
�� � h�

iSSLEDUEM USLOWIQ ������ PRI MALYH UGLAH �� I BOLX�IH VESTKOS	

TQH �� pOLOVIM � � �"x � ���� I RAZLOVIM USLOWIQ ������ PO STEPENQM

MALYH PARAMETROW ��� �� pRENEBREGAQ WYS�IMI STEPENQMI RAZLOVENIJ

USLOWIJ ������� POLU�IM SLEDU��IE USLOWIQ NA PARAMETRY SISTEMY�
�
�h� ��� � �a��h� �� � �

�
"x� �a�a� � �a� � �a� � � � 
� ������

�
�h����a�� ��h� �a���

�
"x�h����a��a�� ��h��a�a��� � 
� ������

��a� � h� ��
�
�h� ��"x� �a� � h� �

�
� 
� ������

��a� � h��y� � ���a�h� h� �a�a� � �a� � �a��y � ��a� � ��
� � 
� ������

GDE y � "x���h����a����� oTMETIM� �TO "x � 
 W SILU OGRANI�ENIQ �������

PO�TOMU USLOWIE ������ WSEGDA WYPOLNQETSQ� dLQ INERCIALXNYH HARAKTE	

RISTIK REALXNYH WETRODWIGATELEJ WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

�a� � h� � � 
� ������
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iSPOLXZUQ �TO NERAWENSTWO� ZAKL��AEM� �TO USLOWIE ������ WYPOLNQETSQ

PRI

"x �
�a�
�� h

� �� ������

nETRUDNO WIDETX� �TO NERAWENSTWO ������ WLE�ET WYPOLNENIE NERAWENSTW

������ I �������

nERAWENSTWO ������ S ISPOLXZOWANIEM SOOTNO�ENIQ ������ MOVNO ZA	

PISATX W SLEDU��EM WIDE�

�
�

�
�
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�
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nA RIS� ��� W PLOSKOSTI PARAMETROW ���� �� PRI DOSTATO�NO MALYH

FIKSIROWANNYH ZNA�ENIQH VESTKOSTI � POKAZAN HARAKTERNYJ WID OBLAS	

TI WYPOLNENIQ NEOBHODIMYH USLOWIJ USTOJ�IWOSTI �������

rIS� ���

	����� dOSTATO�NYE USLOWIQ USTOJ�IWOSTI MODELI S DEMPFI


ROWANIEM� bUDEM S�ITATX� �TO � � 
� �� � 
� sOGLASNO TEOREME ����

DLQ ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ ������ SISTEMY ������ DO	

STATO�NO� �TOBY WSE KORNI HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ ����
� IMELI

OTRICATELXNYE WE�ESTWENNYE �ASTI� kORNI KUBI�NOGO URAWNENIQ
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� � b�


� � b�
� b� � 
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WSEGDA IME�T OTRICATELXNYE WE�ESTWENNYE �ASTI� IBO DLQ KO�FFICIEN	

TOW bk WYPOLNEN KRITERIJ lXENARA	�IPARA �TEOREMA ����� WSE bk POLOVI	

TELXNY� I
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� sin
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tAKIM OBRAZOM� USLOWIQMI USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ ������ PO PERWOMU PRI	

BLIVENI� BUDUT USLOWIQ lXENARA	�IPARA NA KO�FFICIENTY MNOGO�LENA
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pRI WYPOLNENII USLOWIJ ������ HARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE ����
� IME	

ET DEWQTX KORNEJ S OTRICATELXNYMI WE�ESTWENNYMI �ASTQMI I ODIN NU	

LEWOJ KORENX� POSKOLXKU W PERWOM PRIBLIVENII �"�z � 
� u SISTEMY ������

SU�ESTWUET GEOMETRI�ESKIJ INTEGRAL

��x � ��y � ��z � const�

S POMO�X� KOTOROGO NETRUDNO ISKL��ITX �z IZ SISTEM ������� ������� SLE	

DOWATELXNO� USLOWIQ ������ QWLQ�TSQ DOSTATO�NYMI USLOWIQMI ASIMP�

TOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI ISSLEDUEMOGO REVIMA �DOSTATO�NYMI USLO	

WIQMI ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI RE�ENIQ ������ SISTEMY ������ PO

OTNO�ENI� K PEREMENNYM ��� ��� ���� ���� �� �x� �y��

nAIBOLX�IJ INTERES W SMYSLE PRAKTI�ESKOGO ISPOLXZOWANIQ PREDLA	

GAEMOJ MODELI PREDSTAWLQET ANALIZ USLOWIJ ������ PRI DOSTATO�NO BOLX	

�IH VESTKOSTQH � I �� PO�TOMU RASSMOTRIM DWA WAVNYH PREDELXNYH SLU	

�AQ�
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��vESTKOSTX � BESKONE�NO WELIKA� VESTKOSTX � � 
 KONE�NA� kAK

WIDNO IZ PRILOVENIQ a� USLOWIE c� � 
 WSEGDA WYPOLNENO� dLQ PROWERKI

OSTALXNYH USLOWIJ RAZLOVIM LEWYE �ASTI NERAWENSTW ������ PO STEPENQM

MALOGO PARAMETRA ���� nIVE PRIWODQTSQ �TI RAZLOVENIQ� POLU�ENNYE S

POMO�X� PROGRAMMY Maple V���
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�
� WSE WYRAVENIQ ������

POLOVITELXNY DLQ DOSTATO�NO MALYH ���� tAKOM OBRAZOM� W RASSMATRI	

WAEMOM SLU�AE IMEET MESTO ASIMPTOTI�ESKAQ USTOJ�IWOSTX ISSLEDUEMOGO

REVIMA RAWNOMERNYH WRA�ENIJ�

��vESTKOSTX � KONE�NA PRI BESKONE�NO BOLX�OJ �� w �TOM SLU�AE

WYPOLNENY NERAWENSTWA c� � 
� c
 � 
 W GLAWNYH �ASTQH PO ���� oDNAKO�

KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNKCIJ c��$��$
 PO ��� WESXMA GROMOZDKI�
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pROANALIZIRUEM USLOWIQ USTOJ�IWOSTI ������ PRI NALI�II DOPOLNITELX	

NOJ SWQZI

�Pr � ���� ������

iZ SOOTNO�ENIJ ������� ������ WYTEKAET SLEDU��EE PREDSTAWLENIE
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s POMO�X� SOOTNO�ENIJ ������ I ������ UDAETSQ ISKL��ITX � IZ WYRAVE	

NIJ ������ I POKAZATX� �TO WSE USLOWIQ IZ ������� KROME c� � 
 WYPOLNENY

W GLAWNYH �LENAH PO ���� pRIWODIM USLOWIE POLOVITELXNOSTI KO�FFI	

CIENTA PRI NAIMENX�EJ STEPENI ��� W RAZLOVENII DLQ c��
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iSPOLXZUQ URAWNENIE SWQZI ������� MOVNO S POMO�X� �wm POSTRO	

ITX W PLOSKOSTI �P� �� OBLASTI USTOJ�IWOSTI PRI PRO�IH FIKSIROWANNYH

ZNA�ENIQH PARAMETROW� hARAKTERNYJ WID TAKIH OBLASTEJ PRI MALYH ZNA	

�ENIQH VESTKOSTI � POKAZAN NA RIS� ����

rIS� ���

iZ RIS� ��� WIDNO� �TO PRI L�BOM FIKSIROWANNOM � � 
 IMEETSQ

KONE�NYJ INTERWAL NEUSTOJ�IWOSTI NA OSI P � PRI�EM NEUSTOJ�IWOSTX



	��

ZAWEDOMO IMEET MESTO PRI P � �P�� P��� GDE P � P� OBRA�AET NERAWENST	

WO ������ W RAWENSTWO� zNA�ENIE �P� MOVNO TRAKTOWATX KAK MAKSIMALXNO

DOPUSTIMOE LOBOWOE DAWLENIE NA WETROKOLESO PRI MALYH KOLEBANIQH LO	

PASTEJ�

rEZULXTATY �ISLENNOGO ANALIZA NA �wm POKAZYWA�T� �TO SU�EST	

WU�T TAKIE �ISLA ��� ��� �TO DLQ L�BOGO FIKSIROWANNOGO � � ���� ��� PRI

IZMENENII P OT 
 DO �	 NABL�DAEM TAKOE �EREDOWANIE SWOJSTW �W RAMKAH

LINEJNOGO PRIBLIVENIQ�� USTOJ�IWOSTX 	 NEUSTOJ�IWOSTX 	 USTOJ�IWOSTX

	 NEUSTOJ�IWOSTX 	 USTOJ�IWOSTX� �ISLENNYJ ANALIZ TAKVE POKAZYWAET�

�TO DLQ FIKSIROWANNOGO �� � S ROSTOM OTNO�ENIQ ���� INTERWAL �KSPO	

NENCIALXNOJ NEUSTOJ�IWOSTI NA OSI P UMENX�AETSQ I STREMITSQ K NUL��

	��� wYWODY

w RAZDELE � POSTROENA MATEMATI�ESKAQ MODELX UZLA WETRODWIGATE	

LQ NA OSNOWE sstt I ISSLEDOWANY EE TAKIE DINAMI�ESKIE SWOJSTWA� KAK

SU�ESTWOWANIE STACIONARNYH RE�ENIJ� SOOTWETSTWU��IH RABO�IM REVI	

MAM WETRODWIGATELQ� I USTOJ�IWOSTX PO lQPUNOWU �TIH RE�ENIJ� pRI IS	

SLEDOWANII USLOWIJ USTOJ�IWOSTI BOLX�OE WNIMANIE UDELENO POLU�ENI�

OBOZRIMYH ANALITI�ESKIH REZULXTATOW PRI DOSTATO�NO BOLX�IH PARA	

METRAH VESTKOSTI �ARNIROW� MODELIRU��IH UPRUGIE SWOJSTWA DETALEJ

KONSTRUKCII�iSHODQ IZ POLU�ENNYH REZULXTATOW SDELAEM SLEDU��IE WY	

WODY�

�� w PODRAZDELE ��� POLU�ENY URAWNENIQ DWIVENIQ ������ MODELI WETRO	

DWIGATELQ� �TI URAWNENIQ PREDSTAWLQ�T SOBOJ SISTEMU DWUH URAWNE	

NIJ lAGRANVA WTOROGO RODA� TREH DINAMI�ESKIH URAWNENIJ� I TREH

KINEMATI�ESKIH URAWNENIJ pUASSONA� oTMETIM� �TO KINETI�ESKIJ

MOMENT I KINETI�ESKAQ �NERGIQ MODELI SWQZANY SOOTNO�ENIEM ������

KOTOROE ANALOGI�NO IZWESTNOJ FORMULE DLQ TWERDOGO TELA S NEPO	



	��

DWIVNOJ TO�KOJ�

�� nAJDENY USLOWIQ ������ SU�ESTWOWANIQ STACIONARNYH RE�ENIJ� SO	

OTWETSTWU��IH RAWNOMERNYM WRA�ENIQM MODELIRUEMOGO UZLA� w

OKRESTNOSTI TAKIH RE�ENIJ POSTROENA SISTEMA LINEJNOGO PRIBLIVE	

NIQ I NAJDENY W QWNOM WIDE KO�FFICIENTY EE HARAKTERISTI�ESKOGO

MNOGO�LENA� uSTANOWLENO� �TO HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN PRED	

STAWIM W WIDE PROIZWEDENIQ MNOGO�LENOW PERWOJ� TRETXEJ I �ESTOJ

STEPENI�

�� iSSLEDOWANY NEOBHODIMYE USLOWIQ USTOJ�IWOSTI ������ KONSERWATIW	

NOJ MODELI PRI MALYH UGLAH OTKLONENIQ LOPASTEJ I BOLX�IH ZNA�E	

NIQH PARAMETRA VESTKOSTI �� w REZULXTATE POLU�ENO USLOWIE ����
��

SWQZYWA��EE INERCIALXNYE HARAKTERISTIKI MODELI S VESTKOSTX�

LOPASTEJ I UGLOWOJ SKOROSTX� REVIMA RAWNOMERNYH WRA�ENIJ�

�� dLQ MODELI S DEMPFIROWANIEM ISSLEDOWANY DOSTATO�NYE USLOWIQ

USTOJ�IWOSTI lXENARA 	 �IPARA ������ PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH PA	

RAMETROW VESTKOSTI LOPASTEJ I WALA� uSTANOWLENO� �TO PRI STREM	

LENII VESTKOSTI WALA K BESKONE�NOSTI �PRI PRO�IH FIKSIROWANNYH

PARAMETRAH� REVIM RAWNOMERNYH WRA�ENIJ USTOJ�IW ASIMPTOTI�ES	

KI� �TOT REZULXTAT QWLQETSQ ARGUMENTOM W POLXZU TOGO� �TOBY PRI

DALXNEJ�EM MODELIROWANII WETRO�NERGETI�ESKIH USTANOWOK S VEST	

KIMI WALAMI S�ITATX DWIVENIQ WALA OTNOSITELXNO NESU�EJ GONDOLY

ODNOSTEPENNYMI �A NE TREHSTEPENNYMI� KAK W DANNOJ MODELI��

�� pRI BESKONE�NO BOLX�OJ VESTKOSTI LOPASTEJ I PRI NALI�II DOPOL	

NITELXNOJ SWQZI POLU�ENO USLOWIE ������� SWQZYWA��EE DOPUSTIMYE

ZNA�ENIQ LOBOWOGO DAWLENIQ S OSTALXNYMI PARAMETRAMI MODELI�

�� w PLOSKOSTQH OSNOWNYH MEHANI�ESKIH PARAMETROW POSTROENY OBLAS	

TI USTOJ�IWOSTI PO LINEJNOMU PRIBLIVENI� �RIS� ��� I �����



	��

pOLU�ENNYE REZULXTATY NOSQT W OSNOWNOM TEORETI�ESKIJ HARAKTER� uKA	

VEM WOZMOVNYE REKOMENDACII DLQ PRAKTI�ESKOGO PRIMENENIQ �TIH RE	

ZULXTATOW� wO	PERWYH� DLQ �VESTKIH� LOPASTEJ VELATELXNO PODBIRATX

PARAMETRY WETRODWIGATELQ TAK� �TOBY WSEGDA WYPOLNQLISX NERAWENST	

WA ����
�� ������� wO	WTORYH� DLQ PROWERKI NADEVNOSTI KONKRETNOGO RE	

VIMA WETRODWIGATELQ SLEDUET WY�ISLITX ZNA�ENIQ KO�FFICIENTOW ck �IH

WYRAVENIQ PRIWEDENY W PRILOVENII A�� pRI �TOM HARAKTERISTIKOJ NA	

DEVNOSTI REVIMA QWLQETSQ WYPOLNENIE NERAWENSTW ������ NA KO�FFICI	

ENTY ck�



	��

wywody

w DISSERTACII ISSLEDOWAN WOPROS O DOSTATO�NYH USLOWIQH STABILI	

ZIRUEMOSTI NELINEJNYH UPRAWLQEMYH SISTEM� RAZRABOTANY METODY PO	

STROENIQ ZAKONOW UPRAWLENIQ S OBRATNOJ SWQZX� DLQ ZADA� STABILIZACII

PO �ASTI PEREMENNYH� rE�ENY ZADA�I STABILIZACII I USTOJ�IWOSTI DLQ

NEKOTORYH SISTEM TWERDYH TEL� pERE�ISLIM NAIBOLEE WAVNYE NAU�NYE

REZULXTATY� POLU�ENNYE W DISSERTACII�

�� w PODRAZDELE ��� WPERWYE DOKAZANO� �TO DLQ WSQKOJ SISTEMY� KOTO	

RAQ UDOWLETWORQET SWOJSTWU LOKALXNOJ UPRAWLQEMOSTI WBLIZI OSOBOJ

TO�KI� SU�ESTWUET OBRATNAQ SWQZX� OBESPE�IWA��AQ NEASIMPTOTI	

�ESKU� USTOJ�IWOSTX� uKAZANNAQ OBRATNAQ SWQZX W OB�EM SLU�AE QW	

LQETSQ RAZRYWNOJ FUNKCIEJ FAZOWOGO WEKTORA� A RE�ENIQ RAZRYWNOJ

SISTEMY OPREDELQ�TSQ PO a�f� fILIPPOWU� �TOT REZULXTAT QWLQETSQ

OKON�ATELXNYM� w OTLI�IE OT TEOREMY J�	M� Coron ���� W PODRAZDE	

LE ��� UPRAWLENIQ S OBRATNOJ SWQZX� NE ZAWISQT QWNO OT WREMENI�

oDNAKO� W RABOTAH ��� �� STABILIZACIQ QWLQETSQ ASIMPTOTI�ESKOJ�

w PODRAZDELE ��� POKAZANO� �TO DLQ LINEJNOJ PO UPRAWLENI� SISTE	

MY MNOVESTWO TO�EK RAZRYWA STABILIZIRU��EJ OBRATNOJ SWQZI SO	

DERVITSQ W NEKOTOROM GLADKOM MNOGOOBRAZII� RAZMERNOSTX KOTOROGO

NIVE RAZMERNOSTI FAZOWOGO PROSTRANSTWA�

�� w PODRAZDELE ��� POSTAWLENA MINIMAKSNAQ ZADA�A OB OPTIMALXNOJ PO

SKOROSTI ZATUHANIQ STABILIZACII W NESU�ESTWENNO OSOBENNOM KRI	

TI�ESKOM SLU�AE� wPERWYE POLU�ENY ASIMPTOTI�ESKIE OCENKI RE�E	

NIJ MODELXNOJ SISTEMY W KRITI�ESKOM SLU�AE DWUH PAR �ISTO MNI	

MYH KORNEJ� pOKAZANO� �TO S POMO�X� �TIH OCENOK ISKOMAQ ZADA�A

OB OPTIMALXNOJ STABILIZACII SWODITSQ K ZADA�E NA MINIMUM NEKO	

TOROJ WELI�INY� OPREDELQEMOJ �EREZ RE�ENIQ WSPOMOGATELXNOJ SIS	

TEMY ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ�



	��

�� w PODRAZDELE ��� POLU�ENY DOSTATO�NYE USLOWIQ STABILIZIRUEMOSTI

NEAWTONOMNYH NELINEJNYH SISTEM W TERMINAH UPRAWLQEMYH FUNK	

CIJ lQPUNOWA PO �ASTI PEREMENNYH� dLQ LINEJNYH PO UPRAWLENI�

SISTEM PREDLOVEN KONSTRUKTIWNYJ SPOSOB POSTROENIQ STABILIZIRU	

��EJ OBRATNOJ SWQZI� �TOT REZULXTAT RASPROSTRANQET TEOREMU aRT	

STEJNA ��� NA SLU�AJ STABILIZACII PO OTNO�ENI� K �ASTI PEREMEN	

NYH�

�� w PODRAZDELE ��� WPERWYE DOKAZANY TEOREMY O �ASTI�NOJ STABILIZA	

CII AWTONOMNYH SISTEM PRI USLOWII SU�ESTWOWANIQ FUNKCII lQPU	

NOWA SO ZNAKOPOSTOQNNOJ NIVNEJ GRANICEJ PROIZWODNYH� s POMO�X�

�TIH TEOREM RE�ENY ZADA�I O �ASTI�NOJ STABILIZACII ORIENTACII

TWERDOGO TELA DWUMQ NEZAWISIMYMI UPRAWLQ��IMI MOMENTAMI� rAS	

SMOTRENY DWA SLU�AQ� W PERWOM UPRAWLQ��IE MOMENTY REALIZU�TSQ

REAKTIWNYMI DWIGATELQMI ORIENTACII� WO WTOROM  PAROJ MAHOWI	

KOW� �FFEKTIWNOSTX NAJDENNYH ZAKONOW UPRAWLENIQ PROILL�STRI	

ROWANA REZULXTATAMI �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ URAWNENIJ DWIVE	

NIQ�

�� w RAZDELE � WPERWYE POSTROENA MATEMATI�ESKAQ MODELX UZLA WETRO	

DWIGATELQ W WIDE sstt� pOLU�ENY USLOWIQ USTOJ�IWOSTI REVIMA

RAWNOMERNYH WRA�ENIJ MODELI PO LINEJNOMU PRIBLIVENI� I PO	

STROENY HARAKTERNYE OBLASTI USTOJ�IWOSTI W PLOSKOSTQH OSNOWNYH

MEHANI�ESKIH PARAMETROW� pRI MALYH UGLAH OTKLONENIQ LOPASTEJ I

DOSTATO�NO BOLX�IH ZNA�ENIQH PARAMETRA VESTKOSTI NAJDENO USLO	

WIE USTOJ�IWOSTI� SWQZYWA��EE INERCIALXNYE HARAKTERISTIKI MO	

DELI S VESTKOSTX� LOPASTEJ I UGLOWOJ SKOROSTX� REVIMA RAWNO	

MERNYH WRA�ENIJ� pRI BESKONE�NO BOLX�OJ VESTKOSTI LOPASTEJ I

PRI NALI�II DOPOLNITELXNOJ SWQZI POLU�ENO DOSTATO�NOE USLOWIE

USTOJ�IWOSTI� SWQZYWA��EE DOPUSTIMYE ZNA�ENIQ LOBOWOGO DAWLE	

NIQ S OSTALXNYMI PARAMETRAMI MODELI�uSTANOWLENO� �TO PRI STREM	



	��

LENII VESTKOSTI WALA K BESKONE�NOSTI �PRI PRO�IH FIKSIROWANNYH

PARAMETRAH� REVIM RAWNOMERNYH WRA�ENIJ USTOJ�IW ASIMPTOTI�ES	

KI� �TOT REZULXTAT QWLQETSQ ARGUMENTOM W POLXZU TOGO� �TOBY PRI

DALXNEJ�EM MODELIROWANII WETRO�NERGETI�ESKIH USTANOWOK S BOLX	

�OJ VESTKOSTX� WALA S�ITATX DWIVENIE WALA OTNOSITELXNO NESU�EJ

GONDOLY WRA�ENIEM S ODNOJ STEPENX� SWOBODY�

pERE�ISLENNYE REZULXTATY IME�T W OSNOWNOM TEORETI�ESKOE ZNA�ENIE�

uKAVEM WOZMOVNYE PRAKTI�ESKIE PRIMENENIQ POLU�ENNYH REZULXTA	

TOW� rEZULXTATY GLAWY � �TEOREMY ��� 	 ���� MOGUT BYTX REKOMENDOWANY

K PRIMENENI� W KONSTRUKTORSKIH B�RO DLQ SINTEZA STABILIZIRU��IH
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